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 , وله الحمد أن رفع الذٌن أمنو والذٌن أوتوا العلم نالحمد لله الذي خلق  الإنسان علمه البٌا

 للناس أجمعٌن , ورضى الله عن  والصلاة والسلام على رسول الله المبعوث معلما   درجات , 

  صحابته ومن تبعهم بإحسان إلى ٌوم الدٌن , أما بعد :  

 من العلوم القدٌمة قدم البشرٌة ولاشك أنه ٌشكل ركٌزة هامة فً التفاضل والتكامل ٌعتبر علم 

  أنه كان من أكثر العلوم  فً القرن السابع عشر المٌلادي إلابالرغم من أنه تبلور  , حٌاة الفرد

 مجال الحٌاة التطبٌقٌة .استخداما  فً 

  وذلك من , التكامل بوجه عام ودراسة أحد أنواعه بوجه خاص وقد خصص هذا البحث لدراسة 

 :أبواب خلال ثلاثة 

 بصورة عامة وذلك من خلال أنواعه ومن ثم  التكامل مقدمة عن فٌه نافقد تناول الباب الأول

 فٌه كل نوع على حدى حٌث ٌعرف النوع الأول من التكامل بالتكامل الغٌر محدد حٌث  تناولنا

  له وكذلكلعملٌة التكامل الغٌر محدد الرموز العلمٌة  التعرف علىقمنا بتعرٌفة و من ثم قمنا ب

 بعض من ثم و مع بعض الأمثلة امل الغٌر محددبعض القوانٌن الجبرٌة للتك قمنا بالتعرّف على

 مع  بعض قوانٌن الدوال المثلثٌة العكسٌةمن ثم  و مع بعض الأمثلة قوانٌن تكامل الدوال المثلثٌة

 ومن ثم بعض طرق التكامل الغٌر  مع بعض الأمثلة ومن ثم قوانٌن الدوال الأسٌة بعض الأمثلة

 لنوع الثانً للتكامل هو التكامل المحدد حٌث قمنا ثم تحدثنا عن اومن  مع بعض الأمثلة محدد

 بتعرٌفه ومن ثم تعرفنا على الرموز العلمٌة لعملٌة التكامل المحدد ومن تعرفنا على كٌفٌة حساب 

 لأمثلة ومن ثم تعرفنا على خواص النظرٌة الأساسٌة للتكامل مع بعض ا باستخدامالتكامل المحدد 

  .التكامل المحدد مع بعض الأمثلة 

 

 

 انًقذية
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 ثم تناولنا فٌه أنواع  منة والمعتل تلاالتكام مقدمة عن فٌهنا لفقد تناو أما الباب الثانً

  بعض الخواص والأمثلة .ب مصحوبة كل منها التكاملات المعتلة كل نوع على حدى

 قمنا بتعرٌف دالة  مث جاما وبٌتا ومن ادالتفٌه صورة مبسطه عن نا تناول فقد الثالث أما الباب

 جاما وكذلك قمنا بالتعرف على خواص دالة جاما مع بعض الأمثلة ومن ثم قمنا بتعرٌف دالة 

  جاما وبٌتا ًدالت استخدامفٌه كٌفٌة نا تناول بٌتا والتعرف على خواصها مع بعض الأمثلة ومن ثم

 . لحل بعض التكاملات المعتلة 
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 :المشتقة 

 هً المعامل التفاضلً أو هً مٌل المماس لمنحنى الدالة .

 خط تقارب عمودي :

 إذا كانت الفترة المراد التكامل علٌها محدودة ولكن الدالة غٌر معرفة عند تلك الفترة أي أن الدالة 

 ٌكون لها خط تقارب عمودي عند نقطة داخل الفترة المراد التكامل علٌها .

 الدالة التزاٌدٌة :

 .  بازدٌاد قٌمة   تزاٌدٌة إذا زادت قٌمة         الدالةٌقال أن 

 التناقصٌة : ةالدال

 .  بازدٌاد قٌمة   تناقصٌة إذا نقصت قٌمة        ٌقال أن الدالة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مصطلحات المشروع 
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 انباب الأول
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  (Integral) التكامل

 انتكايم بانتكايم  يٍ انتكايم حيث يعشف انُوع الأول يٍ  بذساسة َوعيٍ سنقوم فً هذا الباب 

 عكس عًهية  ْى إيجادِ باسى أصم انًشتقة وعًهيةْزا انتكايم أيضاً  حيث يعشف انغيش يحذد

 ويشتبط في حسابة بًسأنة فيعشف بانتكايم انًحذد  يٍ انتكايم , أيا انُوع انثاَي إيجاد انًشتقة

  يُحُيات يعيُة .حساب يساحة يُطقة تحذْا 

                                                              انحكايم انغير يحذد (1.1)

                          (Indefinite Integral)  

  جؼريف ( 1.1.1)

 ما فإن دالة       التكامل الغٌر محدد هو عملٌة عكسٌة لعملٌة الاشتقاق , فإذا كانت 

 لمحددا بٌنما عملٌة التكامل الغٌر      عملٌة الاشتقاق تختص بإٌجاد مشتقة هذه الدالة 

 وسمى التكامل الغٌر محدد بهذا الاسم وذلك لأنه لا ٌعبر عن      تختص بإٌجاد الدالة  

 .دالة محددة بل ٌعبر عن مجموعة من الدوال 

 ذد انريوز انؼهًية نؼًهية انحكايم انغير يح( 1.1.1)

       فإن عملٌة التكامل المستخدمة لإٌجاد الدالة,       مشتقة الدالة      إذا كانت        

 -ٌرمز لها كالتالً :        

∫               

 هو ثابت التكامل. حٌث  

  التكامل تعنً عملٌة التكامل و مةالدالة المراد تكاملها تسمً المكامل , وعلاحٌث أن 

الدوال القابلة لكل  خاصٌة مشتركه هو ثابت التكاملو  ن متغٌر التكامل هو أ تحدد   

 . وٌوضع لتعمٌم الجواب للاشتقاق

  نهذوال انجبرية غير يحذد انحكايمقواَيٍ  (1.1.1)       

 جكايم انؼذد انثابث .1

 عدد ثابتاَ فإن تكاملها ٌكون كالاتً :  لٌكن          

∫           
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 ثابت التكامل .  حٌث           

 يثال ( 1.1.1)

 -التكاملات الاتٌة : قٌمة اوجد

    ∫     

 : الحل

∫           

    ∫     

 الحل :

            ∫             

 

 

    ∫ 
 

 
    

 الحل :                                     

∫ 
 

 
     

 

 
    

2. ∫     
    

   
 ثابت التكامل .  حٌث      بإستثناء      

 يثال ( 1.1.1)

 -أوجد قٌمة التكاملات الأتٌة :

    ∫     

 : الحل

∫      
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    ∫
 

  
    

 الحل :

∫
 

  
   ∫      

     

    
   

 
   

  
    

 

   
   

    ∫ 
 
     

 الحل :

∫ 
 
    

 
 
 
  

 
 
  

   
 

 
 

 
 

   
 

 
 

 
    

 إخراج عامل ثابت من تحت إشارة التكامل أو بالعكس فإنه لا ٌؤثر علً نتٌجة  .3

 التكامل أي أن :             

∫         ∫       

            لك لأن اشتقاق الطرفٌن ٌعطً ذو            

 يثال ( 1.1.1)

 -أوجد قٌمة التكاملات الأتٌة :

    ∫      

  الحل :

∫       ∫      
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    ∫
  

  
   

 الحل :

∫
  

  
      ∫

 

  
     ∫        

   

    
  

   
   

  
   

 

  
   

    ∫√   
 
    

 الحل :

∫√   
 
    √ ∫  

 
     √  

 
    

 تكامل المجموع الجبري لعدة دوال ٌساوي المجموع الجبري لتكاملات هذه  .4

 الدوال أي أن :

 فإن   دالتٌن قابلتٌن للتكامل فً           إذا كانت 

∫[            ]   ∫       ∫       

 دوال قابلة للتكامل                             وٌمكن تعمٌم ذلك إذا كانت 

 فإن :  فً 

∫[                            ]   

 ∫        ∫        ∫            

 ∫          
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 يثال ( 1.1.1)

 -: ةالاتٌت التكاملا وجد قٌمةأ

    ∫            

 : الحل

∫            ∫     ∫     ∫   

 
  

 
 

   

 
      

 

 
           

    ∫ (√  
 

  
)    

 الحل :

      ∫√  
 

  
   ∫√     ∫

 

  
   ∫ 

 
     ∫     

 
 

 
 
  

 
 

  
     

  
   

 

 
 

 
        

    ∫ (   √   
 

  
)    

 الحل :

  ∫ (   √   
 

  
)    ∫     √ ∫   ∫        

 
 

 
   

√ 

 
          

 فإن :  دالة قابلة للاشتقاق فً   إذا كانت  .5

∫
  

 
     | |    
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 يثال( 1.1.1)

 -أوجد قٌمة التكاملات الأتٌة : 

    ∫
     

    
  

   

 الحل :

      إذا كانت 
         فإن    

 بالتالً فإن : 

  ∫
     

    
  

   
 

 
∫

  

 
   

 

 
  | |    

 

 
  |    

  |    

    ∫
     

      
   

 الحل :

 بالتالً فإن :          فإن          كانت  إذا

 ∫
     

      
    ∫

      

      
    ∫

  

 
      | |    

    |      |    

  جكايم انذوال انًثهثيةقواَيٍ ( 1.1.1)

    ∫                             

    ∫                

    ∫           |    |    

    ∫           |    |    

    ∫           |         |    

    ∫           |         |    
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    ∫                     

     ∫                    

     ∫                

   ∫                    

 يثال ( 1.1..1)

 -اوجد قٌمة التكاملات الأتٌة :

    ∫         

 الحل :

∫        
 

 
∫          

 

 
        

 

    ∫    
 

 
    

 : الحل

∫   
 

 
     ∫

 

 
   

 

 
        |   

 

 
 |    

    ∫              

 الحل :

∫              
 

 
∫               
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 يٍ جكايم انذوال انًثهثية انؼكسية قواَبؼض ( 11.1.1)  

    ∫
 

√    
             

    ∫
  

√    
             

    ∫
 

    
             

    ∫
  

    
             

    ∫
 

 √    
             

    ∫
  

 √    
            

 يثال ( 11.1.1)

 -تٌة :أوجد قٌمة التكاملات الأ

    ∫
 

     
   

 الحل :

∫
 

     
   

 

  
∫

 

  

  
  

   
 

  
∫

 

(
 
 )

 
  

   

 
 

 
∫

 
 

(
 
 )
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    ∫
 

√    
   

 الحل :

  ∫
 

√    
   

 

√ 
∫

 

√  
  

 

   
 

√ 
∫

 

√  (
 

√ 
)
 

   

                        ∫

 

√ 

√  (
 

√ 
)
 

        (
 

√ 
)     

 

 قواَيٍ جكايم انذوال الأسية ( 11.1.1)

 ( أي أن   عدد وجب لا ٌساوي )  و   دالة قابلة للاشتقاق فً   إذا كانت  .1

 فإننا نحصل علً القانون الاتً :       

∫       
  

   
   

 يثال ( 11.1.1)

 -أوجد قٌمة التكاملات الأتٌة :

    ∫       

 الحل :

∫        
 

 
∫            
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    ∫     
   

 الحل :

∫     
   

 

 
∫      

   
 

 
 
    

   
   

 فإننا نحصل القانون الاتً :  دالة قابلة للاشتقاق فً   إذا كانت  .2

∫            

 يثال ( 11.1.1)

 -أوجد قٌمة التكاملات الأتٌة :

    ∫                

 الحل :

 وبالتالً نحصل على               فإن           إذا كانت 

  ∫                
 

 
∫                 

 

 
∫     

 
 

 
     

 

 
           

    ∫                  

 الحل :

 وبالتالً نحصل على           فإن          إذا كانت 

  ∫                  ∫            
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 بؼض طرق انحكايم انغير يحذد( 11.1.1)

 أو  ةٌمكننا اٌجاد قٌمة التكامل مباشرة وذلك باستخدام مفهوم عكس المشتق الأحٌان لا ضفً بع

 كون التكامل  أو بسبب هذه المشتقة ,ل, وذلك بسبب عدم معرفتنا  الأساسٌة باستخدام القوانٌن

 فً هذه ,  أو القوانٌن الاساسٌة علٌنا استخدام مفهوم عكس المشتقة معطى فً صورة ٌصعب

 سنقوم  , لأجل ذلك بسهولة شكل بسٌط ٌمكن تكامله ٌجب علٌنا توصٌل التكامل إلىالحالة 

 الغٌر محدد التً سوف تساعدنا فً الوصول بالتكامل إلى صورة  طرق التكاملبعض استخدام ب

 استخدام القوانٌن الاساسٌة للتكامل الغٌر محدد  عكس المشتقة أوٌمكن من خلالها استخدام مفهوم 

 لاتً :من طرق التكامل الغٌر محدد او

 انحكايم بانحؼويض .1

 بالتعوٌض لإٌجاد التكاملات التً لا ٌمكن إٌجادها باستخدام القانون نستخدم طرٌقة التكامل

  التكاملات على أحد الصورتٌن الأتٌتٌن : هذهوذلك إذا كانت مباشرة ,  

    ∫[    ]               

    ∫
     

    
        

    ∫       
    

   
   

 ثابت التكامل .  حٌث              

 التكاملات وذلك من خلال بعض الأمثلة. هذهوسنوضح حل 

 يثال ( 11.1.1)

 -: أوجد قٌمة التكاملات الأتٌة

    ∫              

 الحل :

 بالتالً فإن :       فإن          إذا كانت  
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            ∫              ∫        
  

 
   

        

 
   

    ∫       √          

 الحل :

 بالتالً فإن :                  فإن           إذا كانت 

  ∫       √          
 

 
∫                

 
   

 
 

 
∫    

 
    

 

 

 
 
 

 
 

   
 

 
 

 
   

 
 

 
         

 
    

 

    ∫  √      

 الحل :

 : نفرض أن

            

             

   ∫   √      ∫         
 
    

 ∫            
 
     ∫( 

 
    

 
   

 
 )   

 
 

 
 

 
  

 

 
 

 
  

 

 
 

 
   

 
 

 
     

 
  

 

 
     

 
  

 

 
     

 
    

      نعوض ب 

 
 

 
√       

 

 
√       

 

 
√         
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    ∫
 

   
   

 الحل :

 :نفرض أن 

             

             

∫
 

   
   ∫

   

 
   ∫(  

 

 
)   

      نعوض ب 

     | |          |   |    

 انحكايم بانحجسئة  .1

 , الأمر الذي ٌسهل  طرٌقة التكامل بالتجزئة على إٌجاد تكامل حاصل ضرب دالتٌن تساعد

 كثٌراَ فً حساب التكاملات المعقدة والتً لا ٌمكن إٌجادها باستخدام مفهوم عكس المشتقة , او 

 باستخدام القوانٌن الاساسٌة للتكامل , ولتوضٌح هذه الطرٌقة نفرض دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق

 رب دالتٌن نجد أن :ض, من قانون المشتقة الأولى لحاصل             

   

 

  
[        ]                      

 فإن :

          
 

  
[        ]            

 نحصل على   وبتكامل الطرفٌن بالنسبة إلى 

∫            ∫
 

  
[          ]  ∫            

 أو

∫                     ∫            
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 وإذا وضعنا 

                                      

 وبالتالً نحصل على قانون التكامل بالتجزئة وهو كالاتً :

∫       ∫    

 يثال ( 11.1.1)

 -أوجد قٌمة التكاملات الاتٌة :

    ∫        

 الحل :

 نفرض أن :

                     

                   

 باستخدام قانون التكامل بالتجزئة نحصل على

∫               ∫                     

    ∫           

 الحل :

 نفرض أن :

                 

              

 بالتجزئة نحصل علىباستخدام قانون التكامل 

∫                     ∫       
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 طريقة إكًال يربغ  .1

  نستخدم طرٌقة إكمال مربع إذا كانت التكاملات على أحد الصور الأتٌة :

    ∫
     

[    ]       
   

 

     ∫
     

√[    ]       
   

 الصور نقوم بإكمال المربع حتى نصل بالتكامل إلى صورة من صور الدوال المثلثٌة  هذهفً 

 العكسٌة ومن ثم نكامل باستخدام القانون مباشرة . 

 يثال ( 11.1.1)

 -أوجد قٌمة التكاملات الاتٌة :

    ∫
  

       
 

 الحل :

∫
  

       
 ∫

  

           
 ∫

  

        
 

              

    ∫
  

√         
 

 الحل :

∫
  

√         
 ∫

  

√        
 

 

 
∫

  

√  
      

 

 
 

 
∫

  

√  (
   

 )
 
 ∫

 
 
  

√  (
 
 
  

 
 )

 
     

      (
 

 
  

 

 
)      
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 (Definite Integral)                انحكايم انًحذد( 1.1) 

 جؼريف ( 1.1.1)

 المحدد هو عملٌة تجمٌع لعناصر )أطوال , مساحات , حجوم ( بطرٌقة معٌنة وقد قام التكامل

 وأثبت العالم الالمانً رٌمان بتوضٌح عملٌة الجمع هذه والتً تعرف باسمه )مجموع رٌمان( 

 أي انه ٌتضمن حساب مساحة منطقه أن هذا المجموع ما هو فً الحقٌقة إلا التكامل المحدد  

  -ً :النٌات معٌنه كما موضح فً الشكل التمحصورة بٌن منح

 

 

 

 

 

 

 ز انؼهًية نؼًهية انحكايم انًحذد وانري( 1.1.1)

 التكامل المحدد  عملٌةن إ, ف [   ]علً الفترة  تصلةمو      دالةمشتقة ال      تاذا كان

 -ٌرمز لها كالتالً :

∫      

 

 

 

  العلوي الحد ٌسمً   ولتكامل  السفلً ٌسمً الحد   حٌث هً حدود التكامل ,   و   حٌث أن

 لتكامل .

 حساب انحكايم انًحذد باسحخذاو انُظرية الاساسية نهحكايم ( 1.1.1)

 -فإن : [   ]ومتصلة على الفترة      مشتقة الدالة       كانت إذا

∫    

 

 

       |
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  يثال( 1.1.1)

 -تٌة :أوجد قٌمة التكاملات الأ

    ∫      

 

 

   

 الحل :

∫         

 

 

 (
 

 
   

 

 
  )|

 

 
 

  

 
 

    ∫        

 

 

 

 الحل :

∫         

 

 

       |
 

 
 (            )     

 خواص انحكايم انًحذد ( 1.1.1)

 فإن :        وكانت  [   ]دالة متصلة على الفترة       كانت إذا .1

∫    

 

 

   ∫    

 

 

   ∫    

 

 

   

 فإن :        وكانت  [   ]دالة متصلة على الفترة      إذا كانت  .2

∫    

 

 

     

 فإن : [   ]دالة متصلة على الفترة      إذا كانت  .3

∫    

 

 

    ∫      

 

 

 

 عدد حقٌقً فإن :  حٌث  [   ]دالة متصلة على الفترة        إذا كان  .4
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∫    

 

 

        

 عدد حقٌقً فإن :  حٌث  [   ]دالة متصلة على الفترة      إذا كانت  .5

∫         ∫    

 

 

 

 

   

    ,     فإن  [   ]دالتٌن متصلتٌن على الفترة      ,      إذا كانت  .6

 دالتٌن متصلتٌن فإن :

∫(         )

 

 

   ∫    

 

 

   ∫    

 

 

   

 يثال ( 1.1.1)

 -: ةالاتٌ تاوجد قٌمة التكاملا

    ∫        

 

 

 

 : الحل

∫         ∫      ∫   

 

 

 

 

   

 
|
 

 
  |

 

 

 

 

 

                     

    ∫       

 

 

 

 الحل :

∫        ∫ 

 

 

   ∫  

 

 

 
  

 
|
 

 
  |
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 (
  

 
 

  

 
)        

       

∫  إذا كان  .3     
 

 
∫فأوجد          

 

 
 باستخدام خواص التكامل ؟   

 :الحل 

 وهً كالاتً : باستخدام الخاصٌة الثالثة للتكامل 

    ∫نحصل على 

 

 

    ∫    

 

 

   

∫    

 

 

    ∫     
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 انباب انثاَي 
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 ةانًؼحه تانحكايلا

 (Integrals Improper) 

∫عرفنا أن  دالمحد  لتكامللدراستنا من خلال        
 

 
 دالة معرفة ومستمرة    حٌث أن  

 تكون محدودة على هذا   وبٌنما أنه إذا وجد هذا التكامل فإن الدالة  [   ]على الفترة المغلقة 

 . التكامل

 معرفة   فً هذا الباب سنقوم بتعمٌم مفهوم التكامل المحدود إلى الحالة التً تكون فٌها الدالة 

 وفً كل هذه الحالات         أو  [     أو      ]على احد المجالات التالٌة : 

 ٌدعً التكامل بالتكامل المعتل من النوع الأول .

 غٌر   أما التكامل المعتل من النوع الثانً فهو تكامل على فترات محدودة ولكن الدالة 

 . [   ]نقطة واحدة على الأقل داخل الفترة المغلقة  عند معرفة

 النوعٌن من التكاملات المعتلة من خلال فصلٌن كل منها من كلا  بدراسةفً هذا الباب  سنقومو

   على حدى .  

 الاول  ُوعانًؼحهة يٍ ان تانحكايلا (1.1)

(Improper Integrals Of First Type) 

 جؼريف ( 1.1.1)

∫التكاملات التً تكون علً الصورة        
 

 
 او             بحٌث تكون لدٌنا 

  الحالة هذه فً ت التكاملا سمًت, الاثنٌن  معا  لانهائً او كلٌهما أي ان احد حدود التكامل او 

 -: كالاتًالتكاملات  وتكون هذه . ة او التكاملات المعتلةاللانهائٌ تبالتكاملا

∫    

 

  

    ∫     

  

 

    ∫     

  

  

     

 : ومثل هذه التكاملات تُحسب كالاتً

∫     

 

 

      
   

∫    
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∫    

 

  

      
    

∫    

 

 

   

∫     

  

  

      
    

∫    

 

 

      
   

∫    

 

 

   

 نقول بأن التكاملالحالات إذا كانت النهاٌة موجودة فإنها تعتبر هً قٌمة التكامل و هذه  وفً كل

 متباعد.المعتل التكامل بأن  فً هذه الحالة نقول متقارب وإذا كانت النهاٌة غٌر موجودة المعتل 

 يثال ( 1.1.1)

 -: ةتٌالأ تباعد التكاملات و اتقارب  اختبر

    ∫
  

    

 

 

 

 الحل :

  : نوضح هذا التكامل من خلال الشكل التالً

 

 

 

 

 

 نوجد قٌمة هذا التكامل كالاتً :

∫
  

    
    

   
∫

  

    

 

 

 

 

  

   
   

      |
 

 
    

   
[             ]  

 

 
 

بما ان النهاٌة موجودة وتساوي 
 

 
∫فإن التكامل المعتل  

  

    

 

 
متقارب إلى  

 

 
 . 
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    ∫
 

  
  

 

 

 

 : الحل

∫
 

  

 

 

      
   

∫   

 

 

      
   

[    ]
 

 
 

    
   

[
  

  
 ( 

 

  
)]        

∫  المعتل التكامل فإن  1وتساوي موجودةالنهاٌة  نأبما 
 

  
  

 

 
 . 1متقارب الى ٌكون 

  ∫
 

   
  

 

  

 

 الحل :

∫
 

   
      

    
∫

 

   
   

 

 

 

  

 

 نستخدم طرٌقة التعوٌض للحصول علً قٌمة التكامل

∫
 

   
  

 

  

    
    

[       ]
 

 
 

     
    

[      (     )]          

∫بما أن النهاٌة غٌر موجودة فإن التكامل المعتل 
 

   
  

 

  
 ٌكون متباعد .  
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    ∫
 

        
  

  

  

 

 :الحل 

∫
 

        
  

  

  

    
    

∫
 

        
   

 

 

    
    

∫
 

        
      

    
          |

 

 

 

 

    
    

          |
 

 
    

     
                      

    
   

                        (
  

 
)  (

 

 
)    

∫ فإن التكامل المعتل  بما إن النهاٌة موجودة وتساوي 
 

        
  

  

  
  ٌكون متقارب 

 .  إلً  

 الاول نُوعيٍ ا ةانًؼحه تانحكايلاخواص ( 1.1.1)

(properties Of Improper Integrals Of First Type) 

 : هفإن    لكل             ذا كان لدٌنا إ .1

a. ∫     
 

 
∫متقارب فإن    كان       

 

 
 ٌكون متقارب اٌضا  . إذا

b. ∫     
 

 
∫متباعدا   فإن    كان       

 

 
 . ٌكون متباعدا  اٌضا    إذا
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  يثال( 1.1.1)

 -:الاتً  التكاملاختبر تقارب أو تباعد 

 ∫
 

     
  

 

 

 

 الحل :

 وبالتالً ٌكون :     ]  لكل       نعلم أن 

      فإن     وبما أن               
 وبالتالً ٌكون   

 

     
 

 

  
 

∫وبما أن التكامل المعتل     حٌث 
 

  

 

 
 متقارب بالتالً فإن   

∫ٌكون متقارب التكامل
 

     
 

 

 
 وذلك حسب اختبار المقارنة . المعتل 

 مل علً الفترة المغلقة والمحدودةلتكالدالتان موجبتان وقابلتان      و     إذا كان  .2

      وكانت  [   ] 
    

    
∫ٌكون  ذعندئ      

 

 
∫ و         

 

 
    

 متقاربان معا  او متباعدان معا .

∫ذا كان إ .3     
 

 
∫عدد حقٌقً , فإن   متقاربا  وكان          

 

 
 ٌكون    

∫وٌكون  متقاربا  اٌضا        
 

 
    ∫       

 

 
 . 

∫ذا كان إاما      
 

 
∫ن إف,     متباعدا  وكان          

 

 
 ٌكون متباعدا  اٌضا  .   

∫  التكاملٌن ذا كانإ .4     
 

 
∫ و       

 

 
 فإن,  ٌنمتقارب   

∫ [         ]
 

 
 وٌكون : ا  ضأٌ ٌكون متقاربا     

∫[         ]

 

 

   ∫     

 

 

   ∫     

 

 

   

∫إذا كان  .5       
 

 
∫متقاربا  , فإن           

 

 
 . 

∫موجودة , فإن التكامل            إذا كانت  .6     
 

 
 متقارب وٌحسب    
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 كالاتً :

∫     

 

 

      
   

∫    

 

 

      
   

            

 يثال ( 1.1.1)

 -التكامل الاتً : او تباعد اختبر تقارب

∫     

 

 

        

 الحل :

 التكامل نستطٌع ان نكتب التكامل كالاتً : حسب خواص

∫     

 

 

   ∫    

 

 

   ∫     

 

 

   

∫أما بالنسبة للتكامل الثانً  الاول هو تكامل محدود قٌمته منتهٌة , تكامل بما أن     
  

 

 
  

 وبالتالً فإن :      فإن      ]  فإن 

      
 :كذلك و    

∫     

 

 

      
   

∫   

 

 

   

    
   

      |
 

 
    

   
              

∫بما أن النهاٌة موجودة فإن التكامل المعتل      
  

 

 
 متقارب . 

 دالة تزاٌدٌه   حٌث        وكان      ]متصلة علً الفترة   ذا كانت الدالة إ .7

 , فإنه إذا تقارب احد التكاملٌن       و      ]على 

∫  (    )      
 

 
    ∫ و        

 

 
 فإن الاخر ٌكون متقاربا  اٌضا  وٌكون كالاتً : 

∫     

 

 

   ∫             
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  يثال( 1.1.1)

 -التكامل الاتً :او تباعد اختبر تقارب 

∫
   

    
  

 

 

 

 الحل :

      الدالة
   

    
 .     ]دالة متصلة علً  

              إذا كان 

              
  

  
 

 وبذلك ٌكون :

∫
   

    

 

 

      
   

∫ 
   

 

 

 

      
   

∫ (
 

 
  )  

 

 

 

    
   

[   | |   ]
 

 
    

   
[   |    |      ]

 

 
  

    
   

[    |    |           |    |       ]    

 فإن التكامل المعتل متقارب . 2النهاٌة موجودة و تساوي بما أن 

 ذا إو [   ]ولهما مشتقة متصلة علً      ]دالتان متصلتان علً     ذا كانت إ .8

      كان
   

∫حد التكاملٌن أذا كان إنة اف               
 

 
∫و    

 

 
 متقاربا      

 وٌكون :ٌكون متقاربا  اٌضا   ن الاخرإف

∫                ∫  
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 يثال ( 1.1.1)

∫ المعتل  أوجد قٌمة التكامل        
 

 
 ؟          لكل   

 الحل :

 فإن :    عندما 

∫           |
 

 
         

 

 

 

 فإن :    عندما 

∫     

 

 

        |
 

 
 ∫    

 

 

            

 فإن :    عندما 

∫      

 

 

         |
 

 
  ∫     

 

 

          

 فإن :    عندما 

∫      

 

 

         |
 

 
  ∫     

 

 

            

 : النتٌجة الاتٌةلً إوهكذا نصل 

∫      

 

 

      

 , فإن المتسلسلة     ]وتناقصٌة وموجبة علً الفترة متصلة   ذا كانت الدالة إ .9

∑      
∫والتكامل          

 

 
  . او متباعدان معا  معا  متقاربان    
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 يثال ( 1.1.1)

 -الاتٌة : المتسلسلة او تباعد ختبر تقاربا

∑
 

    

 

   
 

 الحل :

∫
 

    

 

 

       
   

∫

 
 

   
  

 

 

 

    
   

[  |   |]
 

 
    

   
[  |   |    |   |] 

                   

∑  المتسلسلة بما أن النهاٌة غٌر موجودة بالتالً فإن
 

    
 
  . متباعدةتكون      

 ( انحكايلات انًؼحهة يٍ انُوع انثاَي 1.1)

 (Improper Integrals Of Second Type) 

 جؼريف ( 1.1.1)

 دودة ولكن الدالة تكون غٌر معرفة الفترة المراد التكامل علٌها محعندها تكون التكاملات التً 

 وذلك كما موضح فً الشكل التالً : تسمى بالتكاملات المعتلة , نقطة داخل تلك الفترة عند

 

 

 

 

 

 وٌقسم ذلك كالاتً :

 لٌست معرفة )لٌست متصلة( عند لكن و [     فترة متصلة على ال  الدالة إذا كانت  .1

 ٌكون كالاتً :و  النقطة 
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∫    

 

 

    
    

∫    

 

 

   

 ٌمكن إٌجاد هذا التكامل كالاتً :و 

∫        التكامل ذا كانت نهاٌةإ     
 

 
 فإننا نقول بأن   موجودة وتساوي عدد حقٌقً    

∫التكامل المعتل      
 

 
 . متقاربا     

∫       ذا كانت نهاٌة التكامل إو     
 

 
  فإن        أو تساوي  غٌر موجودة   

∫  التكامل المعتل      
 

 
 . متباعدا  ٌكون 

 يثال ( 1.1.1)

 -:الاتٌة  التكاملات او تباعد ختبر تقاربا

    ∫
  

√   

 

 

 

 الحل :

∫
  

√   

 

 

    
    

∫
  

√   

 

 

    
    

 √   |
 

 
    

    
 (√  √   )   √  
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∫فإن التكامل المعتل   √ بمأن النهاٌة موجودة وتساوي 
 

√   
  

 

 
 ٌكون متقارب . 

    ∫
  

√ 
 

  

 

 

 الحل :

∫
  

√ 
     

    
∫

  

√ 
 

  

 

  

 

 

    
    

∫   
 
       

    

 

 
 

 
 |

 

 

  

 

 

    
    

[
 

 
    

 
  

 

 
   

 
 ]  

  

 
   

  

 
 

بمأن النهاٌة موجودة وتساوي 
  

 
∫  المعتل التكاملفإن  

  

√ 
 

  

 
 . متقاربٌكون  

 ولٌست معرفة )لٌست متصلة( عند النقطة      ]متصلة على الفترة    ذا كانت الدالةإ .2

 , فإن التكامل المعتل ٌكون كالاتً : 

∫    

 

 

      
    

∫      

 

 

 

 وٌمكن إٌجاد هذا التكامل كالاتً :

∫        التكامل ذا كانت نهاٌةإ     
 

 
 , فإن  موجودة وتساوي عدد حقٌقً   

∫التكامل المعتل      
 

 
 ٌكون متقارب .   

∫       إذا كانت النهاٌة التكامل و     
 

 
        غٌر موجودة أو تساوي     

∫التكامل المعتل فإن      
 

 
 . متباعدا  ٌكون    
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 يثال ( 1.1.1)

 -: التكاملات الاتٌةاو تباعد  اختبر تقارب

     ∫       

 
 

 

 

 الحل :

∫       

 
 

 

    
  (

 
 
)
 ∫      

 

 

 

    
  (

 
 
)
   |         |

 

 
 

    
  (

 
 
)
 
[                 ]    

∫بمان النهاٌة غٌر موجودة فإن التكامل المعتل      
 

 
 

 . ٌكون متباعد   

      ∫√
   

   
  

 

 

 

 الحل :

∫√
   

   
      

   
∫√

   

   

 

 

  

 

 

 

    
   

∫√
   

   

 

 

 
√   

√   
      

   
∫

   

√    

 

 

   

    
   

*∫
  

√    

 

 

 ∫
 

√    
  

 

 

+ 

    
   

*       √    +|
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*(       √    )  (       √ )+  
 

 
   

∫   المعتل إذن التكامل √
   

   
  

 

 
 متقارب .ٌكون 

 تكون فترة هذا و       نأبحٌث   عند النقطة  غٌر معرفة  ذا كانت الدالة إ .3

 فإن التكامل ٌكون كالاتً :,  [   ] هً التكامل

∫    

 

 

      
    

∫    

 

 

      
    

∫    

 

 

   

 وٌمكن إٌجاد هذا التكامل كالاتً :

∫ ٌنمن التكامل ذا كان كلا  إ     
 

 
∫و         

 

 
 التكامل المعتل  , فإن ٌنمتقارب   

 ∫     
 

 
 : التكامل كالاتً  وبالتالً ٌكون , متقاربا  ٌكون    

∫    

 

 

      
   

∫       

 

 

    
   

∫       

 

 

 

∫وخلاف ذلك ٌكون التكامل المعتل      
 

 
 متباعد .   

 يثال ( 1.1.1)

 -:التكامل الاتً ختبر تقارب او تباعد ا

∫
  

  

 

  

 

 لحل :ا

∫
  

  

 

  

 ∫
  

  

 

  

 ∫
  

  

 

 

 

∫
  

  

 

  

    
    

∫
  

  

 

  

    
    

∫
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( 
 

 
|

 

  
)     

    
( 

 

 
|
 

 
) 

    
    

( 
 

 
 

 

 
)     

    
(   

 

 
)    

 بما أن النهاٌة غٌر موجودة فإن التكامل المعتل متباعد .

 يٍ انُوع انثاَي  ةانًؼحه تخواص انحكايلا( 1.1.1)

(Properties of improper integrals of second Type) 

∫علً التكامل  خواص التكامل المعتلسندرس      
 

 
 النقطة  ىه    عندما تكون    

 تكون تعمٌم لباقً الحالات .وس التً تكون الدالة غٌر معرفة عندها

∫إذا كان  .1     
 

 
∫عددا  حقٌقٌا  , فإن التكامل   متقاربا  وكان            

 

 
  

∫متقاربا  أٌضا  وٌكون ٌكون         
 

 
  ∫       

 

 
 . 

∫أما إذا كان      
 

 
∫, فإن التكامل     متباعدا  وكان            

 

 
 متباعدا  . 

∫إذا كان التكاملٌن  .2     
 

 
∫و           

 

 
 , فإن :متقاربٌن  

  ∫ (         )
 

 
 ٌكون متقاربا  وٌكون التكامل كالاتً :  

∫(         )  

 

 

 ∫       

 

 

 ∫      

 

 

 

∫إذا كان التكاملٌن  .3     
 

 
∫و         

 

 
           متقاربٌن وكانت    

∫, فإن  [      لكل      
 

 
   ∫     

 

 
   . 

∫إذا كان التكامل  .4     
 

 
∫متقاربا  , فإن         

 

 
    ∫     

 

 
   . 
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 (1.1.1يثال )

        :كان  إذا
 

  
 فإن :        

         
 

 
 

∫والتكامل      
 

 
 تكامل معتل متقارب 

 ولكن :

∫           ∫
 

 
  

 

 

 

 

 

 تكامل معتل متباعد .ٌكون 

 من المثال السابق نلاحظ أن حاصل ضرب دالتٌن قابلتٌن للتكامل المعتل من النوع الثانً قد لا 

 تكون قابلة للتكامل المعتل من النوع الثانً .

 (1.1.1يثال )

 -:التكامل الاتً  او تباعد تقارب اختبر

    ∫
  

      

 

 

 

 الحل :

 

∫
  

      
    

   
∫

  

      

 

 

 

 

    
   

[ 
 

       
]|

 

 
 

   
   

[ 
 

       
 

 

 
]  

 

 
 

∫  المعتل التكاملبمان النهاٌة موجودة فإن 
  

      

 

 
 ٌكون متقارب . 
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    ∫
  

       ⁄

 

 

 

 الحل :

     نلاحظ أن الدالة 
 

       ⁄
 خط تقارب عمودي     وأن  [   ]دالة موجبة على  

 لهذه الدالة .

∫
  

       ⁄
  

 

 
√   
 

|
 

  
 

 

 

 

 

 

∫إذن التكامل المعتل  
  

       ⁄

 

 
 ٌكون متقارب . 

 فإنه :    خط تقارب عمودي للدالتٌن               إذا كان  .5

a.  ∫     
 

 
∫ ٌؤدي الً تقارب          

 

 
 تقارب

b.  ∫     
 

 
∫ ٌؤدي الً تباعد          

 

 
 تباعد

 ( يثال 1.1.1)

 -اختبش تقاسب او تباعذ انتكايم الآتي :

∫
   

 
 

√ 
  

 

 

 

 حل :ال

        إذا كانت
   

 

 

√ 
 , فإنه ٌكون لدٌنا :

   
 
 

√ 
 

 

√ 
 

∫وبما أن التكامل المعتل  
  

√ 

 

 
∫متقارب , فإن التكامل المعتل  

   
 

 

√ 

 

 
 ٌكون متقاربا  اٌضا  .   
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 خط وٌكون لدالتٌن  [   ]علً        وكذلك        إذا كانت  .6

 .    عمودي عند  تقارب

   
   

    

    
  فإَّ إرا كاٌ   

∫  نلٌفإن التكام     
 

 
∫و           

 

 
 ن معا  .دٌأو متباع معا   نٌمتقارب

 ( يثال 1.1.1)

 -اختبش تقاسب أو تباعذ انتكايم الاتي :

∫
  

 
 
       

 

 

 

 الحل :

     نفرض أن 
  

 
 
       

  ,     
 

 
 
 

 , إذن : 

   
   

    

    
    

   

 

    
   

∫وبمأن التكامل المعتل  
  

 
 
 

 

 
∫, فإن التكاملٌن  متقارب  

  

 
 
       

 

 
  ,  ∫

  

 
 
 

 

 
 متقاربٌن .

∫وبالتالً فإن التكامل المعتل 
  

 
 
       

 

 
 ٌكون متقارب . 
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 انباب انثانث
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 دانحا جايا وبيحا

(Gamma and Beta Functions) 

 يقذية ( 1.1)

 وعرفت  م1383( عام Euler ,1133 -1101 عرفت دالة جاما من قبل السوٌسري أوٌلر )

 م , وسماها1130م وأوٌلر عام  1811عام  (Wallis)س ٌلمن قبل الانجلٌزي وا دالة بٌتا

 م وسمٌت دالة بٌتا من قبل الفرنسً 1328عام أوٌلر  دالة  (Legendre)الفرنسً لجندر 

 لً دوالإلوجود جوانب متقدمة فً الرٌاضٌات التً تحتاج  حٌث انه نظرا  م  1331بنٌت عام 

 نستطٌع حساب تكاملات صعبة او حل معادلاتبواسطتها  الدوال الاولٌة والتًي غٌر اخر

 وذلك لما تلعبه من دورا  مهما  فً الً مثل تلك الدوال ةتفاضلٌة معقدة , لذلك ظهرت الحاج

 الخصائص والمهارات والآلٌات الرٌاضٌة الفائقة القدرة نظرٌة تقرٌب الدوال فهً تمتلك من

 وذلك بتسهٌل الكثٌر من الحسابات العلمٌة المعقدة وتقدم طرٌقة ناجحةعلً التبسٌط والاختصار 

 وٌضم هذا الباب فصلٌن عرفنا فٌهما دالتً جاما وبٌتا , لتوفٌر الوقت والجهد عند الحل .

 التكاملات المعتلة . بعض ودرسنا خواصهما الأساسٌة وكٌفٌة استخدامها لحل

 ( (Gamma Function                     دانة جايا جؼريف ( 1.1.1)

 الذي ٌعطً بالعلاقة : علً انها التكامل المعتل     دالة جاما وٌرمز لها بالرمز  تعرف

     ∫          

 

 

             

 تكامل اٌضا  بتكامل أوٌلر من النوع الثانًالهذا  عرفوٌ

Euler Integral of second kind) .) 

 



  

- 44 - 
 

 خصائض دانة جايا ( 1.1.1)

Properties Of Gamma Function)) 

1.  Γ                        

ا فإن                           .2  و إذا كانت   عددا   صحٌحا   موجب 

3.   (
 

 
)  √  

 يثال ( 1.1.1)

 -: احسب قٌمة الاتً

3. 
    ⁄  

    ⁄  
                          2.  

    

     
                                 1.          

 

6. 
    ⁄  

    ⁄  
                           5.   (

 

 
)                              4.   (

  

 
) 

 : الحل

 

                     

   

    
    

     
  

  

    
 

         

     
    

     
    ⁄  

    ⁄  
  

 
 
 (     ⁄  )

    ⁄  
       (

  

 
)   

 (  
  
 )

  
 

   √  

      (
 

 
)   (  

 

 
)  

 

 
  (

 

 
)  

 

 
  (  

 

 
) 

 
 

 
 

 

 
 (

 

 
)  

 √ 

 
 

    

    
     ⁄  

     ⁄  
 

       ⁄  

     ⁄  
 

   ⁄      ⁄  

     ⁄  
 

 
  ⁄        ⁄  

    ⁄  
 

   ⁄     ⁄      ⁄  

     ⁄  
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 كالاتً :ٌمكننا من خلالها رسم منحنى جاما وهو   وبإعطاء قٌم اخرى إلى 

 

 

 

 

 

 

 Beta Function) )                                دانة بيحا جؼريف ( 1.1.1)

 : المعتل الذي ٌعطى بالعلاقةعلً انها التكامل      𝛽 تعرف دالة بٌتا وٌرمز لها بالرمز 

       ∫     
 

 

                                  

 Euler Integral Of The)حٌث ٌعرف هذا التكامل اٌضا  بتكامل أوٌلر من النوع الاول 
First Kind. ) 

 توضٌح منحنى دالة بٌتا لبعض القٌم كالاتً : وٌمكن
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 خصائض دانة بيحا ( 1.1.1)

Properties Of Beta Function)                     ) 

 .        لكل   (Convergent) دالة بٌتا دالة تقاربٌة .1

 أي أن     بالنسبة  (symmetric Function) دالة بٌتا دالة متماثلة .2

 𝛽      𝛽      . 

 (Trigonometric Function) تعرف دالة بٌتا من خلال الدوال المثلثٌة ٌمكن  .3
 : كالاتي

        ∫           

 
 

 

               

 انؼلاقة بيٍ دانة جايا وبيحا ( 1.1.1)

 تكون العلاقة بٌن دالة جاما وبٌتا فً الصورة التالٌة :

𝛽      
        

      
                        

 وٌمكن إثبات هذه العلاقة كالاتً : 

 , نجد أن :      فً دالة جاما      بوضع 

     ∫          
       ∫          

 

 

  

 

 

 

 وكذلك ٌمكن اعتبار ان :

      ∫          

 

 

   

           ∫ ∫                   

 

 

    

 

 

 

 وباستخدام الاحداثٌات القطبٌة :
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 نحصل على الاتً :

          ∫∫                          

 

 

     

 
 

 

 

  ∫∫           

 

 

    
                    

 
 

 

 

  

(

 ∫                 

 
 

 

  

)

 (∫              

 

 

  ) 

 فً التكامل      وإذا وضعنا 

∫              
  

 

 

 

 إذن فإن :

           
 

 
𝛽      

 

 
       𝛽            

 وهكذا نحصل على :

𝛽       
        

      
 

 يثال ( 1.1.1)

 -أحسب قٌمة الاتً :

      3.  𝛽 (
 

 
 
 

 
) 2.  𝛽        𝛽(

 

 
 
 

 
)  1. 

 الحل :

       𝛽 (
 

 
 
 

 
)  

 (
 
 )

 (
 
 )
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      𝛽        
          

      
 

      

           
 

 

   
    

     𝛽 (
 

 
 
 

 
)  

 (
 
 )

 (
 
 )

    
 

 

 
 (

 

 
)   (

 

 
)  

 

 
 √  √  

 

 
 

 اسحخذاو دانحي جايا وبيحا نحم بؼض انحكايلات انًؼحهة( 1.1) 

  فً بعض الحالات أو ٌأخذ كثٌر من الوقتا  التكاملات المعتلة صعب بعض قد ٌكون حساب

  من القدرة علً التبسٌطتمتلكه لما  وذلك جاما وبٌتا ًدالت باستخدامسنقوم لأجل ذلك  والجهد

 وسنوضح ذلك من خلال بعض الأمثلة . , لحل مثل هذه التكاملات والاختصار

 يثال ( 1.1.1)

 -: احسب قٌمة التكاملات الاتٌة

       ∫        

 

 

 

 الحل :

          

     Γ                 

    ∫         
 

 

   

 الحل :

 نفرض أن :            

           

            

 : نإفوعلٌة            

∫           

 

 

 𝛽      
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      ∫      

 

 

   

 الحل :

 : نفرض أن       

                  

 نجد أن :        

  
 

 
        

 

 
 

 فإن :بالتالً و            

∫     

 

 

    ∫      

 
 

 

   
  (

 
 )

 (
 
 )

     
 

  

 
 

    ∫        
 

 

   

 الحل :

∫        
 

 

   𝛽      
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    ∫             

 
 

 

 

 الحل :

∫             

 
 

 

 ∫                   

 
 

 

   

 
 

 
𝛽      

        

       
 

     

    
 

 

   
 

       ∫
    ⁄

   

 

 

   

 الحل :

∫
    ⁄

   

 

 

   ∫
    ⁄    

   
   

 

   
 
 

 
  

√ 

 

 

 

    ∫
  

√     

 

 

 

 الحل :

 : فإن      نفرض أن 

∫
  

√     

 

 

 ∫     
  
 

 

 
 
  
 

 

 

   
 

 
∫  

  
      

  
 

 

 

   

 
 

 
𝛽 (

 

 
 
 

 
)  

 

 

  
 
 
   

 
 
 

    
 

 

 
 (

 

 
) (

 

 
) 

 
 

 
 (

 

 
) (  

 

 
)  

 

 
 

 

   
 
 

 
 

 

 

√ 
 

 
  

 √ 
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    ∫        

 
 

 

 

 الحل :

                           
 

 
    

 

 
 

           ∫      

 
 

 

   
𝛽 (

 
 
 
 
 )

     
 

 (
 
 )

  (
 
 )

     
 

 
  

  
 

    ∫      

 
 

 

   

 الحل :

 نفرض أن :

                     فإن :
 

 
    

 

 
  

∫     

 
 

 

   ∫      

 
 

 

   
 (

 
 )

 (
 
 )

     
 

  

  
 

 :ن أثبت أ   .11

     ∫ √    

 
 

 

   
 

√ 
 

 : ثباتالإ

∫√    

 
 

 

   ∫√
    

    
   

 
 

 

 ∫     
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      حٌث أن 
  

 
      

     

 
   ومنها نجد أن     

 

 
   

 

 
    

 
𝛽 (

 
 
 
 
 )

 
 

  
 
 
    

 
 
 

   
 
 
 

 
 
 

 
  

 
 
    

 
 
 

 
 

 

 
 (

 

 
) (

 

 
)  

 

 
 

 

   
 
 

 
  √ 

 
 

 

√ 
 

    ∫  √     
   

   

 √ 

 

 

 

 : ثباتالإ

    أو         نفرض أن : 
 

    وعلى ذلك فإن :   
 

 
 

  

    

 وبالتالً فإن :    فإن     عندما  ,    فإن     عندما 

∫ √     
   

 

 

∫  
  
  √      

 

 
  

  
   

 

 

 
 

 
∫ 

  
      

 
 

 

 

   

 

 
𝛽 (

 

 
 
 

 
)  

 

 
 
 (

 
 )

 (
 
 )

    
 

 

 
 (

 

 
) (

 

 
)  

 

 
 

 

   
 
 

 
   

 √ 
 

    ∫
    

   
   

 

     
             

 

 

 

 ثبات :لإا

   نفرض أن
 

   
  أو    

 

   
     فإن  

  

      
  

 .    فإن      وعندما      فإن     عندما و

 فإن :وبالتالً 

∫
    

   

 

 

   ∫           

 

 

    𝛽        
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     Γ      
 

     
 

     ∫      

 
 

 

   ∫      

 
 

 

   

 : ثباتلإا

 التكامل ٌساوي .1
 

 
      

                  

              
 عددا  صحٌحا  موجبا  زوجٌا  .  إذا كانت 

التكامل ٌساوي  .2
                   

             
 
 

 
 عددا  صحٌحا  موجبا  فردٌا  .  . إذا كانت  

 نحصل علً :        ,       نفرض أن 

∫     

 
 

 

   
 *

 
 
     + (

 
 )

  *
 
 
     +

 

 فإن التكامل ٌساوي     إذا كانت  .1

    
 
 
   

 
 
 

       
 

(  
 
 ) (  

 
 )

     
 
 
  

 
 
    

 
 
 

             
 

                  

              
 
 

 
 

                 

            
 
 

 
 

 فإن التكامل ٌساوي       إذا كانت  .2

       (
 
 )

  (  
 
 )

 
             √ 

 (  
 
 )

          
 
 √ 

 

 
            

                
 

∫وفً كلتا الحالتٌن       
 

 
 

   ∫      
 

 
 

 ⁄      وذلك بوضع     
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      ∫
  

    

 

 

 

 الحل :

 وبالتالً فإن :         وعلى ذلك فإن :       نفرض ان  

∫
  

    

 

 

 
 

 
∫

 
 
 

   
   

 

    
 
 

 
√   

 

 

 

 

     ∫          
 
 

 

 

   

 الحل :

     فإن ,         نفرض أن
 

 فإن : بالتالً و ,  

∫         
 
 

 

 

   ∫(  
 
 )

 

      
 
    

 
 

 

 

   

 
  

 
∫ 

 
       

 
 

 

 

   
  

 
𝛽 (

 

 
 
 

 
)  

  

 

 (
 
 )

 (
 
 )

    
 

  

 
 
(
 
 )

 (
 
 )

 (
 
 )

 

  
 

   

  
 

     ∫ √      
  

 

 

 

 الحل :

 : فإن                 نفرض أن

∫ √      
   ∫ √ 
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∫  

 
     

 

 

   
 

 
∫  

 
 
     

 

 

   
√ 

 
 

        ∫      
  

 

 

 

 الحل :

     بما أن 
 (    )

    

 ومنها نجد أن       وذلك لأن   

     
 وبالتالً نجد أن :              وبوضع           

  
 

 
 

 √   
                  

 
  
 

 √   
   

 وعلٌه فإن :

∫      
   ∫     (

 
 
 

 √   
)

 

 

 

 

   
 

 √   
 ∫     

 
 

 

 

   
√ 

 √   
 

       ∫
  

√    

 

 

 

 الحل :

         ,         ,           بوضع 

 وبالتالً فإن :                        ولكن 

∫
  

√    

 

 

  ∫
      

 
 
 

 

 

 ∫  
 
     

 

 

   √  
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      ∫         

 

 

 

 الحل :

 فإن :  ,     نفرض أن  

∫          ∫ (
 

 
)
 

   
  

 
 

 

  
∫         

  

  
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

        ∫  
  
          

 

 

 

 الحل :

∫شٌئا  , لأن الجزء الأول  ًعملٌة تقسٌم هذا التكامل لا تعطإن   
  

 
 

 
 متباعدة عندما   

        إذا   سنقوم باستخدام التكامل بالتجزئة و نفرض أن  

                  
  
       

∫  
  
              

   
[   

  
        ]

 

 
  ∫  

  
    

 

 

  

 

 

 

  ∫     
  
 

 

 

    Γ (
 

 
)   √  

      ∫ (
   

   
)

 
 
  

 

   

 

 الحل :

 وعلٌه فإن : [   ]إلً المنطقة  [    ]تتحول المنطقة        باستخدام التحوٌل 

∫(
   

   
)

 
 
   ∫(

      

      
)

 
 
 

 

 

     ∫
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  ∫ 
 
       

  
 

 

 

    𝛽 (
 

 
 
 

 
)  

  (
 
 )

 (
 
 )

    
 

   (
 

 
) (

 

 
)    

 

 
√  √    

     ∫         
 
   

 

 

 

 الحل :

 : فإن .     نفرض أن 

∫        
 
   

 

 

 ∫ 
 
      

  
  

 

 
 

  
 

 

 

   

 
 

 
∫ 

 
      

 
 

 

 

   
 

 
𝛽 (

 

 
 
 

 
)  

 

 

 (
 
 )

 (
 
 )

    
 

 
 

 
 (

 

 
)  

 

 
 (

 

 
)  

 

 
 (

 

 
) (

 

 
) 

 
 

 
 (

 

 
) (  

 

 
)  

 

 
 

 

   
 
 

 
  √  

  
 

       ∫             

 
 

 

 

 الحل :

           و         نجد أن فرض أنن
 

 
 , فإن :    و  

∫            

 
 

 

  𝛽 (
 

 
  )   
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 التكامل بوجه عام والتكامل المعتل بوجه خاص حٌث تناولنا فً  عن تحدثنا فً هذا المشروع

 التكامل  الباب الاولوذلك من خلال ثلاثة أبواب بحٌث تناولنا فً هذا المشروع مفاهٌم عدة 

 بصورة عامة وذلك من خلال أنواعه مصحوبة كل منها ببعض التعرٌفات والمفاهٌم الأساسٌة 

 وكذلك الصٌغة العامة وبعض الصٌغ القٌاسٌة الأخرى وذلك لإٌجاد التكامل فً كل نوع من 

 أنواعه مصحوبه كل منها ببعض الأمثلة .

 لال أنواعه مصحوبه كل منها ببعض فقد تناولنا فٌه التكامل المعتل وذلك من خ أما الباب الثانً

 الخواص والأمثلة .

 فقد تناولنا فٌه مقدمة عن دالتا جاما وبٌتا مصحوبة كل منها ببعض الخواص أما الباب الثالث 

 والأمثلة , ومن ثم تناولنا فٌه كٌفٌة استخدام دالتً جاما وبٌتا لحل بعض التكاملات المعتلة . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 يهخض
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  بوجه خاص المفاهٌم المتعلقة بالتكامل بوجه عام والتكامل المعتل  مشروعالفً هذا  درسنا لقد

 وذلك من خلال ثلاثة أبواب , حٌث قدمنا فً الباب الأول التكامل بصورة عامة وذلك من خلال 

 أنواعه مصحوبة كل منها ببعض التعرٌفات والمفاهٌم الأساسٌة , وكذلك الصٌغة العامة وبعض 

 الصٌغ القٌاسٌة الأخرى مصحوبة كل منها ببعض الأمثلة , وفً الباب الثانً قدمنا فٌه التكامل 

 وفً الباب الثالث المعتل وذلك من خلال أنواعه مصحوبة كل منها ببعض الخواص والأمثلة , 

 قدمنا فٌه صورة مقدمة عن دالتا جاما وبٌتا ومن ثم كٌفٌة استخدام دالتً جاما وبٌتا لحل بعض 

     التكاملات المعتلة .

  سمح به الوقت هذا المشروع أقول : هذا ما منى الله به علً , ثم ما وسعه الجهد , و ختام وفً 

 فمن نفسً والشٌطان وأستغفر  أتوتوصل إلٌه الفهم المتواضع , فإن أصبت فمن الله , وإن أخط

 استطعت إلً ذلك سبٌلا ؛ غٌر أننً  وبذلت الجهد ما الله , وحسبً إننً قد حاولت التسدٌد ,

 العظٌم بمنه وفضله أن ٌجعل هذا العمل   أسال الله كما مالا ٌدرك كله لا ٌترك جله  موقنة بأن

 وصلى الله إنه علً ذلك قدٌر  , خالصا  لوجهه الكرٌم , وأن ٌنفعنً بذلك , و أن ٌنفع به

 .  جمعٌنأصحبه و  آلةعلً نبٌنا محمد وعلى 

 

 

 

 

 

 

 انخاجًة
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 اساسٌات التفاضل والتكامل وتطبٌقاتها /1     

 ., الطبعة الأولى   967/2229تألٌف :  نادٌة إسماعٌل البرقلً , رقم الإٌداع :        

  الدوال الخاصة وبعض تطبٌقاتها   /2     

 أ.د محمد بن عبدالله بن أحمد ,, فالح بن عمران بن محمد أ. د.  تألٌف :        

 . 1868/1429رقم الإٌداع          

 الرٌاضٌات المتقدمة للمهندسٌن والعلمٌٌن /3     

 ,الدار الدولٌة للاستثمارات الثقافٌة د. موراي ر . شبٌجل سلسلة شوم ,   

 مصر . –القاهرة 

 لتحلٌل الحقٌقًا /4     

 لٌبٌا  -بنغازي /  تألٌف : د. رمضان محمد جهٌمة , الطبعة الثانٌة , دار الكتب الوطنٌة  

 ( . 4387/ 2002رقم الإٌداع )  

  التفاضل والتكامل /  5     

  هب الرٌح , الطبعة الثالثة .د. أحمد عبد العالً  , رمضان محمد جهٌمة .دتألٌف :   
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