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  المقدمة
ترتكز ھذه الرسالة على دراسة الترتیب لما لھ من أھمیة كبیره في 

الریاضیات التطبیقیة ومجالات عدة منھا الفیزیاء النوویة مجال 

  .والحاسوب 

  :الدراسة من عدة فصول كما یلي  وتتكون ھذه 

الفصل الأول یستعرض أھم التطبیقات لمبدأ العد الأساسي وھو 

استخدامھ في معرفة عدد الطرق التي یتم بھا ترتیب مجموعة من 

لنا الى التبادیل وھى العناصر بكل الطرق الممكنھ ومنھا انتق

الطریقھ التى یتم بھا ترتیب عدد من العناصر في مجموعات 

ونسمي كل ترتیب من ھذه الترتیبات تبدیلاً ، كما عرجنا سریعاً 

على التوافیق حیث لایھمنا الترتیب فیھا ، ثم نستعرض التكافؤ 

على مجموعة  المعرفھوزمر التماثل وھي مجموعة التبادیل 

الاعداد الطبیعیة ونختم ھذا الفصل باستعراض الترتیب في 

  . [3]،[2]،[1]وأعداد الترتیب والعملیات علیھا  ℝالمجموعة 

في الفصل الثاني نتحدث عن طریقھ الترتیب التام حیث قدمنا 

النظریات لتحدید الشروط المطلوبة لتحدید موقع العنصر المطلوب 

من العناصر التي یجب أن ترتب في  تعیینھ من خلال مجموعھ

مجموعات ثم عممنا طریقة الترتیب التامھ لأى  3نمط محدد في 

  . [6]،[5]،[4]من المجموعات  mعدد فردي 

اما في الفصل الثالث فنتعرف على مؤثرات الترتیب التام 

  .[8]،[7]بالتعریفات والنظریات المھمھ والأمثلة التوضیحیھ 
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لمجالات التى قد تستخدم ما توصلنا إلیھ وفي الخاتمھ نعطي بعض ا

  .[10]،[9]،[7]من نتائج 

وفي الملحق قدمنا معجماً بالمصطلحات المعربة التى استخدمت في 

  .الرسالة 
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  الفصل الأول

  الأساسیةبعض المفاھیم 

  

  

 التبادیل والتوافیق 1.1

  مبدأ العد  1.1.1

  التبادیل  2.1.1

  التوافیق  3.1.1

  التكافؤ 2.1

  زمر التماثل  3.1

 الترتیب  4.1

   الأعداد الأساسیة 5.1

  أعداد الترتیب   6.1
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  لتبادیل والتوافیقا .1.1

رن السابع عشر میلادي لحدیث للتفكیر الریاضي مع مطلع القبدأ التطور ا

الفترة نفسھا اكتشف العالم  فيو ،و ذلك مع تطور نظریة الاحتمالات 

تسمي  لحساب التوافیق و ھذه الاداةداة أبلیس باسكال الریاضي الفرنسي 

مثلث باسكال وقد بین باسكال المثلث بحیث یكون كل عدد متساویا 

عداد لأو تسمي ھذه ا أعلي، ليإالعددین اللذین یتفرعان منھ لمجموع 

انھ في صف یتم تحدیده خبالعناصر و ترتب في صفوف و لكل عنصر 

  .طریق العد من الیمین الي الیسار  عن

  )1.1(المثال 

یظھر في الخانھ الرابعھ من الصف السابع من  20یوضح المثال أن العدد 

من الصف  (r+1)المثلث ،وقد وجد باسكال أن العنصر الواقع في الخانھ 

(n+1)  ھو عدد توافیقn  من الأشیاء مأخوذهr  من المراتC(n,r) . إذا

من الصف الثالثھ  ،فإن عدد التوافیق ھو العدد في الخانھ n=6,r=2كان 

الخامسھ من الصف نفسھ  في الخانھ 15،كما نلاحظ ظھور  (15)السابع 

 (r+1)والسبب ھو أن المثلث متماثل ، وبالتالي فالعنصر الواقع في الخانھ

ً العنصر نفسھ الواقع في الخانھ (n+1)من الصف  من  (n-r+1)ھو دائما

  :وعلیھ فإن .الصف نفسھ 

فإن العدد نفسھ من التوافیق ممكن إذا أخذت الأشیاء  n=6,r=2وإذا كانت 

  . اثنین أو أربعھ في كل مرة

سماء یعبر بھا علماء الریاضیات عن مجموعة معینھ أالتبادیل و التوافیق 

شیاء لأمة لمجموعة من اظو التبادیل ترتیبات من ،و الرموز أشیاء لأمن ا

سھا بغض النظر فشیاء نلأتضمن اما التوافیق فھي تلك المجموعات التي تأ،

  [1].....عن الترتیب 
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  مبدأ العد.1.1.1

و أمكن اجراء حدث أخر ) m(ما بطرق عددھا  اء حدثراذا أمكن أج

ً ثفأنھ یمكن اجراء الحد )n(بطرق عدد  mبطرق عددھا  ین معا × n .  

  )2.1(المثال

طالب یمكنھ الذھاب الي المدرسة بثلاث طرق و یمكنھ العودة بطریقتین 

  فبكم طریقة یمكنھ الذھاب و العودة ؟ 

  :الجواب

  6=2*3=عدد الطرق 

عدد الطرق ومن أھم التطبیقات لمبدأ العد الأساسي أستخدامھ في معرفة 

 ھا ترتیب مجموعة ما بكل الطرق الممكنھ وفي ھذه الحالھ نسميالتي یتم ب

  .كل ترتیب تبدیلاً 

  التبادیل.2.1.1

 في مجموعات الطریقة التي یتم بھا ترتیب عدد من الاشیاء نقصد بالتبادیل

ن تبادیل إف A={2,3,4}لتكن  و عناصر  3ذا كان لدینا مجموعة تضم إف

  -:ھي ؛ھذه المجموعة أي الطرق التي یمكن أن ترتب فیھا 

(2,4,3)-(4,2,3)-(3,4,2)-(4,3,2)-(2,3,4)-(3,2,4)             

  . Aللمجموعة  لاً یسمى كل ترتیب من ھذه الترتیبات تبدون

      عناصر یساوي 3ن عدد تبادیل ھذه المجموعة المكونة من ألاحظ 

3!=3.2.1=6 

و أذا أردنا أن نجد عدد تبادیل المجموعة المكونة من عنصرین سنجد أنھ 

  2=2.1=!2یساوي 
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عناصر یساوي  4من عدد تبادیل المجموعة المكونة  إنو كذلك ف

4!=4.3.2.1=24 

  ! ...لماذا ؟

  .و ندرس تبادیلھا  الممكنة  S = { a , b ,c ,d }لنأخذ المجموعة 

 (a)فأذا أخترنا العنصر . طرق 4ـلأول بانحن نستطیع أن نختار العنصر 

أذا أخترنا  ،كما انھطرق فقط   3ـب نيأولا نستطیع أن نختار العنصر الثا

ذا وإ،ثانیا نستطیع أن نختار العنصر الثالث بطریقتین فقط (b)العنصر 

ة دع بطریقھ واحبختار العنصر الرانثالثا نستطیع أن  (c)أخترنا العنصر 

  : يأي أن عدد طرق الأختیار ھ.فقط 

4!=4.3.2.1=24                                        

التطبیقات لمبدأ العد الاساسي یستخدم في معرفة من أھم ر التبادیل بتعت

  .عدد الطرق التي یتم بھا ترتیب عناصر مجموعة ما بكل الطرق الممكنة 

  )1.1(مبرھنھ 

ادیل فإن عدد التب (n)مجموعة منتھیة و عدد عناصرھا   Aأذا كانت 

  . !A = nللمجموعة 

حرف الثلاثة لأحرف التي یمكن تشكیلھا من الأسؤالنا عن عدد مجموعات ا

a , b . c  3ھو سؤالنا نفسھ عن عدد التبادیل الممكنة لثلاثة أشیاء یؤخذ  

  .منھا في كل مرة 

  - :و بالإمكان الاجابة عن ھذا السؤال عن طریق 

 .حصر كل الاحتمالات الممكنة  -1

 .التفكیر الاستنتاجي  -2

 .ستخدام الصیغ الریاضیة أ -3
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  طریقة الحصر -أولاً 

كل ما تحتاجھ  لأیجاد الجواب ھنا ھو كتابة كل الاحتمالات الممكنة و من 

 6و بالتالي فھناك ،و توضح القائمة أدناه وجود ستة أحتمالات  ،ثم عدھا 

  .منھا كل مره  3شیاء تؤخذ أتبادیل لثلاثة 

(b,c,a)-(b,a,c)-(c,a,b)-(c,b,a)-(a,b,c)-(a,c,b).            

غیر مقفل  تفرعيحتمالات الممكنة علي ھیئة رسم یضا حصر الاأو یمكن 

 [1].یبین خیارات كل خانة 

 طریقة التفكیر الاستنتاجي -ثانیا

ولي ، للخانة الأیضا أیجاد عدد التبادیل بواسطة التفكیر الاستنتاجي أیمكن 

ولكن من ھذه الخیارات خیاران  ( a , b , c )خیارات محتملة ھي  3

و مع كل واحد  خیارات ، )6=2*3(الخانة الثانیة بمجموع لملأآخران فقط 

من ھذه الاحتمالات الستھ یوجد خیار محتمل واحد للخانة الثالثة أي 

حرف لأحتمالات مجموعات ا، و لذا فإن عدد ا )6=1*6( بمجموع  

 [1]. ) 6=1*2*3(تساوي

لي الاستنتاج أفضل من مجرد حصر التبادیل لأن التفكیر و اللجوء إ

ینما قد یغفل أحدھا حتمالات الممكنة بلأستنتاجي یأخذ في الاعتبار كل االا

  .شیاء لأذا كان لدینا عدد كبیر من اأثناء الحصر ، خاصة إ

 حرف الثلاثة لأمن ا بدلاً {a,b,c,……z}حرفا  26لنفرض مثلا أن لدینا 

{a,b,c} أجمالي عدد المجموعات المحتملة و المكونة من  یجادإو طلب منا

  .أحرف  3

یجاد الجواب تمالات صعب و ممل بینما یمكن انلاحظ أن حصر كل الاح

 محتملاً  خیاراً  26مال من تفكل أح بسھولة عن طریق التفكیر الاستنتاجي

و ھذا یشكل ما  ،في الخانة الثانیة  خیاراً  25یقع في الخانة الاولي یقابلة 

 خیارا 650ال و لكل من ھذه ) 650=25*26(  أحتمالاً  650مجموعة 
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ً  24 یتبقي )  15600(أي ما مجموعھ لشغل الخانة الثالثة ، محتملاً  حرفا

  ) 15600=24*650( محتملاً تشكیلاً 

  .) 15600=24*25*26(جمالي یساويلاو بالتالي فعدد التبادیل ا

الخانة لأذا كان یمكن مضرب للتبادیل ،فإال السابق قانون الیوضح المث

من الطرق ) n-1(الثانیة بـ  الخانة  یمكن ملأ ومن الطرق ) n(بـ  الاولي

عدد التبادیل الاجمالي في الخانات  ویكونمن الطرق ) n-2(و الثاثة بـ

  -:یساوي  الثلاثة

n(n-1)(n-2)                                   

كم  {a,b,c}عن ثلاثة أحرف من الحروف  یقللنفرض أن لدینا مالا

أحرف من ھذه  3ث تتضمن كل مجموعة مجموعة یمكن تشكیلھا بحی

 كل خانھ یمكن ملأ وعندئذ( ..……… , aaa , baa , bba)المجموعات 

 -: طرق مختلفة و بالتالي یمكن حساب النتیجة ثلاثب

  . مجموعة 27=3*3*                                         3

حرفا بما لا یقل عن ثلاثة من كل منھا فانھ یمكن  26في حالة وجود و

  .مجموعة  17576= 26*  26*  26تكوین 

في كل  (r)منھا من الأشیاء مأخوذه  (n)وبشكل عام یرمز لعدد تبادیل 

,�)�مرة بالرمز  �) 

للأمثلھ مسائل التبادیل  و بأستخدام ھذا الرمز یمكن صیاغة الاجابة علي

  :السابقة علي الصورة 

  ھوفي كل مرة  3أشیاء مأخوذه  3               

  ھوفي كل مرة  3شیئا مأخوذه  26              
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�(��, �) = ��.��.�� = �����                       

  :وبصوره عامھ فإن

�(�, �) = �(� − �) … … … … … ..(� − � + �)(1.1) 

  :كما بالمثال الأخیر فإن عدد التبادیل ھو n=26,r=3فمثلاإًذا كانت 

�(26,3) = 26(26 − 1)(26 − 3 + 1) 

= 26.25.24 = 15600. 

  )1.1(تعریف

شیاء المختلفھ من الأ (n)یقصد بالتبادیل الدائریھ انھ عدد طرق ترتیب 

 [1].طریقھ  !(n-1)حول دائره ھو 

  )3.1(مثال 

  لعشرة أشخاص الجلوس حول منضدة دائریھ ؟طریقھ یمكن بكم 

(n-1)!=(10-1)!=9!=362880. 

  التوافیق. 3.1.1

،فإي ترتیب یقصد بالتوافیق أنھ إذا كان لدینا مجموعة من العناصر 

غض النظر عن الترتیب یسمي یأخذ كل أو بعض العناصر ب

بدون مراعاة  (r)وأخذت منھ  (n)ھ، وإذا كان عدد العناصر یتوفیق

  :الترتیب فإن عدد التوافیق یمكن كتابتھا بأحدى الأشكال التالیھ 

�(�, �)=��
�

� =
�!

�!(���)!
=

�(���)(���)………..(�����)

�!
  , � ≥ � ≥ 0.(2.1) 
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  )4.1(مثال 

  بكم طریقھ یمكن تشكیل لجنھ مكونھ من شخصین من بین خمسھ أشخاص؟

�(5,2) =
�!

�!(���)!
=

�!

�!.�!
= 10 

  )5.1(مثال 

أشخاص من بین  3بكم طریقھ یمكن اختیار لجنتین كل منھما مكونھ من 

  شخص بحیث أنھ لا یجوز لشخص أن یكون موجودا باللجنتین ؟ 12

  :ھي و یمكن اختیار اللجنھ الأولي بعدد من الطرق

C(12,3) =
12!

3!.9!
= 220. 

عة الأشخاص ویمكن اختیار اللجنة الثانیھ من العدد المتبقي من بین مجمو

  :المتبقیھ بعدد من الطرق وھي 

C(9,3) =
9!

3!.6!
= 84. 

  :وبالتالي یمكن تشكیل اللجنتین معاً بعدد من الطرق وھي 

220*84=18480. 

نلاحظ أن عند إجراء التبادیل یھمنا الترتیب لأن كل ترتیبھ تختلف عن 

ق فلا یؤخذ الترتیب في الاعتبار ،إي أن الأخرى أما في حالة التوافی

من  (r)التوافیق ھو عدد المجموعات الجزئیھ التي یمكن تكوینھا من 

 [1].النظر عن ترتیبھم  من الأشیاء بغض (n)الأشیاء من بین 

    التكافؤ.3.1

،ویعود لمفاھیم التي تضمنتھا نظریة الاعدادمن أبرز ا یعد مفھوم التكافؤ

م ، وھو تعبیر  (1855-1777)تقدیم ھذا المفھوم للعالم الألماني جاوس  
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عن قابلیة القسمھ بأسلوب أكثر مرونھ یسمح بدراسھ أعمق للخصائص 

  .العددیھ 

  )2.1(تعریف 

بقیاس  متكافئین a,b،نقول أن العددین الصحیحین  )طبیعي(عدد  nلیكن 

n  إذا كان�|(� − �ونكتب  (� ≡ �(��� وھذا یعني أن للعددین  (� 

a,b  نفس الباقي عند قسمتھما عليn. أما إذا كانnلایقسم(a-b) ، فنكتب

� ≢ �(���  �) .  

  )6.1(مثال 

1. 15 ≡ 3(���  . 2یقبل القسمھ علي  3-15لان الفرق  (2 

2. −9 ≢ 2(���   .11قبل القسمھ علي لات(2-)-9-لان  (11 

  )2.1(مبرھنة 

  عددین صحیحین a,bعدد طبیعي و nلیكن 

1.� ≡ �(��� بحیث  kوجد عدد صحیح  إذا وإذا فقط كان إذا (� 

� = �� + �.  

�إذا كان .2 ≡ �(���  :فإن  (� 

gcd(�, �) = gcd (�, �) 

  .تعني القاسم المشترك الأكبر  gcdحیث 

  البرھان 

�أفرض .1 ≡ �(��� من  (a-b)ولذلك  (a-b)یقسم  nإذاً  ، (� 

�بحیث  kوبالتالي یوجد عدد صحیح  nمضاعفات  − � = ، وعلى  ��

�بحیث  kذا وجد عدد صحیح إالعكس من ذلك  = �� +  (a-b)فإن  �

  .خارج القسمھ  k،حیث  nیقبل القسمھ على 
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,�)gcdأفرض أن .2 �) = � ،gcd(�, �) = إذاً یوجد عدد   �

�بحیث  kصحیح  − � =   :نجد أن  dبالقسمة على ،��

�

�
−

�

�
=

��

�
.(3.1) 

إذاً 
�

�
 bیقسم   dعدد صحیح لأن الحدین الاخرین أعداد صحیحة ،إذاً  

�وبالتالي  ≤ �في المقابل أقسم . � − � = نصل إلي أن  eعلى  ��

� ≥ �وعلیھ فإن ، � = � .  

  nبمقیاس  خواص جبریھ للتكافؤ

  :بأستخدام التعریف السابق یمكن التحقق من الخواص التالیھ وھي 

�فإن  )صحیح(عدد  aإذا كان .1 ≡ �(���   )الانعكاسخاصیة . ( (� 

�كان إذا.2 ≡ �(��� �فإن  (�  ≡ �(���   )لتماثلخاصیة ا.((� 

�إذا كان .3 ≡ �(��� �و (�  ≡ �(���  فإن (� 

� ≡ �(���  )نتقالخاصیة الا.( (� 

، �علاقة تكافؤ على مجموعة الأعداد الصحیحھ  nبمقیاس  لذا فإن التكافؤ

 -:من أقسام التكافؤ وھي  nإلي  �وھذه العلاقھ تقسم 

[0], [1], [2], … … ..[� − 1].(4.1) 

  ھو المجموعة [�]،والفصل  ��|�بالرمز لأقسام ویرمز لمجموعة ھذه ا

[�]= {.., � − 2�, � − �, �, � + �, � + 2�, … }.(5.1) 

للتساوي نجدھا متحققھ في التكافؤ  الكثیر من الخصائص الأولیة

   n.[3]بمقیاس
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  )3.1(مبرھنھ

�إذا كان  ≡ �(��� � و(�  ≡ �(���   :فإن  (� 

1.� + � ≡ � + �(���   ).كافؤاتقانون جمع الت( (� 

2.�� ≡ ��(���   ).كافؤاتقانون ضرب الت( (� 

3.� − � ≡ � − �(���   ). كافؤاتقانون طرح الت( (� 

  االبرھان 

ولذا مجموعھما  nیقبلان القسمھ على  a-b,c-dالشرط یقتضي أن .1

(a+c)،(b+d)  یقبل القسمھ علىn  فإن وبالتالي:- 

� + � ≡ � + �(���  �).(6.1) 

  :من المتطابقة .2

ac-bd=ac-bc+bc-bd=c(a-b)+b(c-d) 

 باعتباره حاصل جمع مقدارین nیقبل القسمھ على  ac-bdنستنتج أن 

,(c-d)(a-b) قبلان القسمھ على یn . ًإذا�� ≡ ��(���  �).  

بالنسبھ لقانون الطرح فھو لیس سوى تطبیق لقانون الضرب على .3

1−كافؤینالت ≡ −1(��� � و(�  ≡ �(��� حیث ؛نستنتج (� 

�−أن ≡ −�(��� �مع  كافؤثم بجمع ھذا الت، (�  ≡ �(���  �)  

�نجد أن  − � ≡ � − �(���  �) .  

  :ویمكن تعمیم قانوني الجمع والضرب بالصورة الاتیة 

=�كافؤاتإذا كان لدینا الت 1,2, … … � , �� ≡ ��(���   :فإن (� 

�� + �� + ⋯ ..�� ≡ �� + �� + ⋯ �� (���  �).(7.1) 
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���� … ..�� ≡ ����....�� (���  �), � ∈ ��.(8.1) 

  )1.1( نتیجھ

�إذا كان  ≡ �(��� ��فإن  (�  ≡ �� (��� حیث  ,(� 

� ∈ �� .  

  )2.1(نتیجھ 

��فإن  )صحیح(عدد  �إذا كان  ≡ �(���  3).  

  فیما عدا ھذا فإن . 3من مضاعفات  �النتیجھ واضحھ عندما 

� ≡ ∓ 1(��� وھذا لأن 2،ولاحظ الباقي السالب بدیل عن الباقي  (3 

2 ≡ −1(���  3) .  

��إذاً  ≡ ∓ 1(��� ��وبالتالي  (3  ≡ �(���  3) .  

  قانون الأختصار 

�العلاقة  ≡ �(��� تقسم  nوبالتالي فإن  a-bیقسم  nتقتضي أن  (� 

� (� − �) = �� −   :عدد صحیح ، وھكذا فإن  mوذلك لأن  ��

�� ≡ �� (���  �), � ∈ �.(9.1) 

فلیس  n|m(a-b)لكن العكس غیر صحیح بشكل عام ، لأنھ إذا كان 

ً فھذا شرط كافي  n,mولكن إذا كان . n|a-bبالضروره أولیان نسبیا

��كان كذلك إن . n|a-bلضمان أن  ≡ ��(��� وكان  (� 

gcd(�, �) = �فإن  1 ≡ �(���  �) .  
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  زمر التماثل . 3.1
 

مثل ھذه   Xالي  Xمجموعة دوال التناظر من   S(X)مجموعة ولتكن  Xلتكن 

 Permutations .[1],[2]الدوال تسمي  تبادیل

  )4.1( مبرھنة

S(X)   العملیةمع تمثل زمرة ₒ  التبادیل تركیبوھي عملیھ.  

  البرھان 

  ھي التبدیلة  f,gالتبدیلتین تركیب فإن   f,g ϵ S(X)بفرض

��:� → �, � �o(�) = �(�(�)) 

  :علیھ فإن 

  .  S(X)ثنائیةعلي المجموعة ₒالعملیھ .1

ذا إ وذلك لانھ  S(X)علي المجموعة  )تنسیقیھ( تجمیعیھ ₒالعملیھ .2

∋f,g,hكان    :فإن  (�)�

  hₒ(gₒf)=(hₒg)ₒf.(10.1) 

�:��دالة الوحده. 3 → �, � →   S(X)تنتمي الي المجموعھ �

  :ن أوتحقق 

  

I� �o = � �o� = �         ,   ∀� ∈ �(�)(11.1) 

تركیب ھي العنصر المحاید بالنسبھ لعملیھ  �Iن دالة الوحدهإي إ  

  [2].التبادیل
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�كانت  إذا.4  ∈ �:���دالة تناظر ومن ثم فإن  �فإن  (�)� → � 

  :دالة تناظر ایضًا وتحقق ان 

� �o��=���ₒ� = I�.(12.1) 

  .التبادیل تركیب بالنسبھ لعملیھ �ھو معكوس  ���اي ان 

�وحیث ان  �o ≠ � �o  الدوال لیست تركیبعلي وجھ العموم فإن عملیة 

  . لتركیبمع عملیة ا تبدیلیھ زمرة لیست S(X)أذاً  .تبدیلیة

  )4.1(تعریف 

�مجموعة التبادیل المعرفة علي المجموعة = {1,2 … … تسمي {�.

α(i)ونكتب اي تبدیل ��زمره التماثل ویرمز لھا بالرمز  ∈ بالشكل  ��

  :التالي 

 i ،i=1,2,3………n ھي صورة العنصر α(i)حیث 

  ملاحظات 

إذا كانت .1
�

� (�)
�

� (�)
�

� (�)
… … … �

� (�)
)(α=،)β=( �

 � (�)
�

� (�)
�

� (�)
… … … �

� (�)
  

  -:؛فإن  ��تنتمیان إلي 

 (13.1))βₒα= ( �
� (� (�))

�
� (� (�))

… … … … … . �
� (� (�))  

 

 

 :ن أي إوذلك بعكس أتجاه الاسھم  αھو معكوس ���یكون . 2

��� = (� (�)
�

� (�)
�

� (�)
�

… … … … ..� (�)
�

) ∈ ��.(14.1) 

  .تم نرتب الاعمدة طبقا لترتیب الصف الاول تصاعدیاً 
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=|��|ونكتب  !nھو  ��عدد عناصر المجموعھ.3 �! .  

=|��|فإن  X={1}اذا كانت . 4 ��ومن ثم فإن  1 =   :حیث  {�}

�:� → �, 1 → ��=eأو نكتب   1
�
 ��ومن ثم  eₒe=eن أونجد  �

 .تبدیلیھزمره 

  

=|��|فإن   X={1,2}كانت  إذا.5 ��ومن ثم فإن  2 = {�,   :حیث  {�

e=(�
�

�
�
)   , α=(�

�
�
� 

  :ن أونجد  (

αₒα=α, αₒe=eₒα=α,eₒe=e.→  (15.1)                                         

       

  :كالاتي  ��ویمكن كتابة جدول الضرب للزمره

  α ϱ ° 
  α ϱ ϱ 
  ϱ α α 

  

=|��|فإن   X={1,2,3} كانت إذا. 6 3!=   :ومن ثم فإن  6

�� = {�, �, �, �, �,   :حیث   {�

e=��
�

�
�

�
�
�, � = ��

�
�
�

�
�
�, � = ��

�
�
�

�
�
�, � = ��

�
�
�

�
�
�, � = ��

�
�
�

�
�
�, 

 

� = �
1

2

2

1

3

3
�. 



  
  
  
 

20 
 

  
 

  )7.1(مثال 

�)=αكانت  إذا
�

�
�

�
�

�
�
  :فإنھا تمثل كدوره بالصوره التالیھ  (

α=1→ 3 → 2 → 4  

�)=αأذا كانت  أما
�

�
�

�
�

�
�
ه دورات علي الصور فإنھا تكتب كمحصلة (

  : التالیة

α= (1  2)(3  4)  

  )5.1(تعریف 

∋αیقال عن التبدیلھ  تكتب علي شكل دوره  αانھا دائریھ اذا كانت ��

تحتوي  αذا كانت كل دوره للتبدیلھعلي أكثر من عنصر واحد ،وإتحتوي 

فقط ) 1(تابة الوحده ونكتفي بك نھا تبدیلةأ αعنصرًا واحداً فقط قیل عن 

 [2].علي عدد عناصرھا  ویعتمد طول التبدیلة

����)بالرمز  ةكما أننا نرمز للدور  … … … طول  (r)حیث  (��.

عندما تعتبر كعنصر من  ةأیضاً یساوي رتبة الدور (r)ونلاحظ أن  ةالدور

��. 

  :مثلاً 

  . 3یساوي  ��في   α=(1     3    5 )الدائریھ رتبة التبدیلھ

  )8.1(مثال 

  في الأعتبارلو أخذنا 

�� = {�, �, �, �, � , �} 
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  :حیثو

e=��
�

�
�

�
�
�, � = ��

�
�
�

�
�
�, � = ��

�
�
�

�
�
�, � = ��

�
�
�

�
�
�, � = ��

�
�
�

�
�
� 

  

, � = �
1

2

2

1

3

3
�. 

  :تكتب في صورة دورات كما یلي  ��فإن عناصر 

���{(�),(�  �  � ),(�  �  �),(�  �),(�  �),(�  �)} 

  

  )6.1(تعریف 

������)=A               الدائریتین التبدیلتین … … … ..��) 

������)=Bو … … … تسمیان منفصلتین اذا كانت المجموعتین  (��

A={������ … … … ..��} ,B={������ … … … ��  } 

∩Aاي ان   (disjoint)منفصلتین � = � . 

  )5.1(مبرھنة

∋α,βاذا كانت    αₒβ=βₒαتبدیلتین منفصلتین فان  ��

  )7.1(تعریف

∋αیقال عن التبدیلة   .2طولھا  تبدیلة دائریة αأنھا ناقلھ اذا كانت   ��

  ملاحظة

ناقلات وھذا التعبیر لیس كل تبدیلة دائریة یمكن التعبیر عنھا كمحصلة 

إذا  αاً ،اي أن عدد المناقلات یمكن أن یكون زوجیاً أو فردیاحًسبوحید

  [2].كانت زوجیھ أو فردیھ
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  )8.1(تعریف 

  .التي جمیع عناصرھا تبادیل تسمي زمرة تبادیل  الزمرة

  .تبادیل ةھي زمر ��من زمرة التماثل  لاحظ أن الزمرة الجزئیة 

  )9.1(مثال 

زمر تبادیل ولیست   {e,α,β},{e,γ},{e,σ},{e,ϵ}نجد ان  ��في الزمرة 

 [2]. زمر تماثل

  )9.1(تعریف 

حول محور او أنعكاس  یتم من خلالھا دوران شكل ھندسيالعملیة التي 

حول محور تماثل او مستوي بحیث ینطبق الشكل علي نفسھ تمامًا تسمي 

  [2].عملیة تحویل ب

  ملاحظات

عملیة التحویل للشكل الھندسي المنتظم یمكن تمثیلھا بعملیة تبدیل .1

  .لمجموعة رؤوس الشكل الھندسي 

ي تمثل عملیات التحویل للشكل الھندسي المنتظم حول محور او مستو.2

  .تناظر وتكون زمرة تسمي زمرة التبادیل للشكل الھندسي 

  )10.1(مثال 

ھي لھ ومحاور التماثل  1,2,3في المثلث المتساوي الاضلاع الذي رؤوسھ 

��, ��,  :،نري انھ یمكن القیام بالعملیات التالیة ��

/e 360عقارب الساعة بزاویھ  دوران في إتجاهدوران.  

  . 120عقارب الساعة بزاویة  دوران في إتجاهدوران / ��

��
  .240عقارب الساعة بزاویھ  دوران في إتجاهدوران / �
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  :مجموعة التناظرات تحتوي علي ثلاثة دورانات وھي نجد أنو

:e=��
حیث  360التحویل الذي نحصل علیھ بدوران المثلث بزاویة �

��
� = (1).  

:��
 حیث 240 التحویل الذي نحصل علیھ بدوران المثلث بزاویة �

��
� = (1  3  2). 

حیث  120التحویل الذي نحصل علیھ بدوران المثلث بزاویة  ��:

���(�  �  �). 

وتحتوي علي ثلاث انعكاسات  {��}الزمر الناتجة بھذه الدورانات ھي

  :ھيو

  (�  �)���حیث  ��التحویل الذي نحصل علیھ بانعكاس المثلث حول : ��

  . {��}والزمرة الناتجة بھذا الانعكاس ھي 

حیث  ��التحویل الذي نحصل علیھ بانعكاس المثلث حول : ��

�� =   .{��}الزمرة الناتجة بھذا الانعكاس ھيو(3  1)

حیث  ��التحویل الذي نحصل علیھ بانعكاس المثلث حول : ��

  .{��}الزمرة الناتجة بھذا الانعكاس ھيو(�  �)���

  . ��نستنتج ان زمرة التماثل للمثلث ھي  ومنھا

 )11.1(مثال 

  :ھي   ومحاور تماثلھ 1,2,3,4لذي رؤوسھ بالنسبة للمربع ا

��� , ���, ��, ��. 

  :أنھ یمكن القیام بالعملیات الاتیة  ونرى

  .90عقارب الساعة بزاویة دوران دوران في إتجاه   ��
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��
  . 180الساعة بزاویة عقارب دوران دوران في إتجاه  �

��
  . 270عقارب الساعة بزاویة دوران دوران في إتجاه  �

� = ��
 . 360عقارب الساعة بزاویة  دوران دوران في إتجاه �

  :دورانات وھي  4ونجد أن مجموعة التناظرات تحتوي علي 

في  90التحویل الذي نحصل علیھ بدوران المربع بزاویة قدرھا :  ��

��عقارب الساعة حیث دوران إتجاه  = (1  2  3  4) .  

��
في  180التحویل الذي نحصل علیھ بدوران المربع بزاویة قدرھا : �

��عقارب الساعة حیث دورانإتجاھ
� = (1  3)(2  4) .  

��
في  270التحویل الذي نحصل علیھ بدوران المربع بزاویة قدرھا : �

��عقارب الساعة حیث دوران إتجاه 
� = (1  4  3  2) .  

e=��
في 360التحویل الذي نحصل علیھ بدوران المربع بزاویة قدرھا : �

��عقارب الساعة حیث دوران إتجاه
� = (1) .  

وتحتوي علي أربع  {��}وتكون الزمرة الناتجة بھذه الدورانات ھي 

  :أنعكاسات وھي 

α : التحویل الذي نحصل علیھ بانعكاس المربع حولcd   حیثα=(1  

  .〈�〉 {e,α}=وزمرة التبادیل الناتجة بھذا الانعكاس ھي (4  3)(2

كذلك التحویلات التي نحصل علیھا بانعكاسات المربع حول المحاور 

��� , ��� ,   :علي الترتیب وھي  ��

�=(1  3) ,� = (2  4) , � = (1  4)(2 3)  .  

  :ونجد أن كلا من 

〈�〉 = {�, �}, 〈�〉 = {�, �}, 〈�〉 = {�, �} .  
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 :وھي زمر تبادیل وأیضاً نجد أن  ��زمر جزئیة من 

� = {�, ��, ��
�, ��

�, �, �, �,   . ��زمر جزئیة من  {�

  الترتیب . 4.1

 �الترتیب في المجموعة . 1.4.1

  )10.1(تعریف 

،ونكتب  bأصغر من أو یساوي  aنقول إن ،عددین حقیقیین  a,bلیكن 

� ≤ �إذا كان  � − � ≤ نكتب ،و bأكبر من أو یساوي  aنقول إن و 0

� ≥ �إذا كان  � − � ≥ 0 .[3]  

  خصائص

�أعداداً حقیقیة، وإذا كان  a,b,c,dلیكن  ≤ � , � ≤  فإن �

 � ≤ � ≤ � .  

  الترتیب وعملیة الجمع :أولاً 

�إذا كان . 1 ≤ �فإن  � + � ≤ � + � .  

�إذا كان . 2 ≤ �, � ≤ �فإن  � + � ≤ � + � .  

  الترتیب وعملیة الضرب: ثانیاً 

�إذا كان .1 ≥ 0 , � ≤ ��فإن  � ≤ �� .  

�إذا كان . 2 ≤ 0, � ≤ ��فإن  � ≥ �� .  

0إذا كان . 3 ≤ � ≤ �, 0 ≤ � ≤ ��فإن  � ≤ �� .  

�إذا كان . 4 > 0, �� ≤ �فإن  �� ≤ � .  

�إذا كان . 5 < 0, �� ≤ �فإن  �� ≥ � .  
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  الترتیب والتربیع : ثالثاً 

0إذا كان .1 ≤ � ≤ ��فإن  � ≤ �� .  

0إذا كان . 2 ≥ � ≥ ��فإن  � ≤ �� .  

0إذا كان . 3 ≤ � ≤ �√فإن  � ≤ √� .  

  الترتیب والمقلوب : رابعاً 

�ھو  aمقلوب العدد  ≠ 0 ,
�

�
 

�عددین غیر منعدمین ولھما نفس الأشارة وكان  b ,aإذا كان .1 ≤ � 

فإن 
�

�
≥

�

�
 .  

�إذا كان . 2 ≤ � <   فإن  0

1

�
−

1

�
=

� − �

��
→ � − � ≥ 0, �� ≥ 0 →

� − �

��
≥ 0

→
1

�
−

1

�
≥ 0 →

1

�
≥

1

�
 

  )12.1(تعریف 

تسمي علاقة ترتیب جزئي اذا حققت  Aعلي المجموعة  ≥العلاقة 

  -:الخواص التالیة

�اذا كان  .1 ≤ �لكل  � ∈  ).عاكسة( �

�اذا كان  .2 ≤ �و � ≤ �فإن  � =  ) .متماثلة تخالفیا( �

�اذا كان  .3 ≤ �و � ≤ �فإن  � ≤  ).انتقالیة( �

,�)یعني بھ علاقة وان الزوج  ≥حیث الرمز ≤ یسمي مجموعة  (

  [3].مرتبة جزئیا
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  )13.1(تعریف 

≥علاقة الترتیب الخطي  ھي علاقة ترتیب جزئي  Aعلي المجموعة  ∗

,�واضافة الي ذلك لكل  Aعلي  � ∈ �فإن  � ≤ ∗ �أو  � ≤ ∗ � 

≥،إذا كانت ھناك علاقة ترتیب خطي  فإن الزوج  Aعلي المجموعة  ∗

(�, ≤   .وتسمي أیضا سلسلة كلیاً یسمي مجموعة مرتبة  (∗

  )12.1(مثال 

  -:كما یلي  ≥العلاقة  Aمجموعة تعرف علي  Aلنفرض أن 

� ≤ �إذا وإذا كان فقط  � = ,�لكل  � � ∈ ھي  ≥لاحظ أن  �

وھي علاقة ترتیب جزئي ولكنھا لیست علاقة  Aعلاقة التساوي علي 

  .ترتیب خطي 

  )13.1(مثال 

,�]�لنفرض أن  �]= {�:�[�, �]→ مجموعة الدوال  {�

,�]المستمرة علي الفترة  ,�]�العلاقة علي  ≥اذا كانت  [� معرفة  [�

  -:كما یلي 

f ≤ g  إذا وإذا كان فقط�(�) ≤ �لكل  (�)� ∈ [�, فإن  [�

(�[�, �], ≤ ً مجموعة مرتبة جزئیا ولكنھا لیست مرتبة ترتیباً  (   .كلیا

  للمجموعة المرتبة الصغري  لعظمي والعناصر ا
,�)ھناك عناصر في المجموعة المرتبة جزئیا  ≤ تلعب دور كبیر  (

,�)في تحدید خواص المجموعة  ≤ ,�)،لنفرض أن  ( ≤ مجموعة  (

�مرتبة جزئیا ، فإذا كان ھناك  ∈ �حیث  � ≤ �لكل  � ∈ فإن  �

بالنسبة  �للمجموعة   Least elementیسمي العنصر الأصغر �

  . ≥لعلاقة الترتیب الجزئي 

� وكذلك العنصر ∈  (Minimal element) عنصر أصغرى یسمي�

إذا وإذا فقط كان لا  ≥بالنسبة لعلاقة الترتیب الجزئي  Aللمجموعة 

�حیث أن  �في  �یوجد عنصر  < �و � ≠ � .  

  .وبالمثل بالنسبة للعنصر الأكبر للمجموعة المرتبة 
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,�)العنصر الأكبر للمجموعة  نلاحظ مما سبق أن ≤ ھو العنصر  (

,�)الأعظم للمجموعة  ≤   .ولكن العكس غیر صحیح  (

  )14.1(تعریف 

,�)المجموعة  ≤ تسمي مجموعة مرتبة جیداً إذا وإذا كان فقط أي  (

  . يلھا عنصر أصغر �من  �مجموعة جزئیة غیر خالیة 

  )14.1(مثال 

مجموعة مرتبة  ≥مع علاقة الترتیب  �مجموعة الأعداد الطبیعیة 

  [3].جیداً 

  الأعداد الأساسیة. 5.1
الأولیة للأعداد الأساسیة لھا علاقة بحجم المجموعات والقواعد الفكرة 

  :الأساسیة التي تتحكم في فكرة الأعداد الأساسیة ھي 

 �ولكل عدد أساسي  � ����ھناك عدد أساسي  �لكل مجموعة .1

� ����حیث أن  �ھناك مجموعة  = � .  

2.���� � = �اذا وإذا كان فقط  0 = ∅  .  

  :مجموعة منتھیھ إى أن  �اذا كانت .3

 �~{1,2,3 … �حیث  {� ∈ ℕ  فان���� � = � .  

  : مجموعتین فان  �و �اذا كانت .4

 ���� � =    �~�اذا واذا كان فقط   � ����

 . �و  �تكافؤ بین  ~حیث ان 

  أعداد الترتیب . 6.1
  -:الأعداد الترتیبیة ھي فكرة أولیة لھا القواعد التالیة 

,�)لكل مجموعة مرتبة جیداً .1 ≤ ھناك عدد ترتیبي یرمز لھ بالرمز  (

,�)ھناك مجموعة مرتبة جیداً αولكل عدد ترتیبي  (�)��� ≤ ) 

(�)���حیث أن  = � .  

2.���(�) = �إذا وإذا كان فقط  0 = ∅ .  

,�)إذا كانت . 3 ≤  مجموعة مرتبة جیداً ومنتھیھ أي أن  (

� = {1,2, … (�)���فإن {� = � .  
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,�)إذا كانت .4 ≤ ,�)و ( ≤   مجموعتین مرتبتین جیداً فإن(∗

���(�) = �إذا وإذا فقط كان  (�)��� = � . 

  

  عملیات علي الأعداد الترتیبیة
  )15.1(تعریف 

,�)لنفرض أن  ≤ ,�)و  (� ≤ مجموعتان منفصلتان مرتبتان جیدا  (�

  :حیث أن

� = ���(�, ≤ �) , � = ���(�, ≤ �) 

 ھو العدد الترتیبي βو αحاصل الجمع الترتیبي للعددین 

���(� ∪ �, ≤   :أي أن  (�

α+β=���(� ∪ �, ≤ �) 

�في حالة أن  ∩ � ≠ �فنكون الجداء الدیكارتي  ∅ × والجداء  {0}

�الدیكارتي  ×   -:وتعرف كالتالي  {1}

α+β= ���[(� × {0}) ∪ (� × {1})] 

  )15.1(مثال 

  :حیث أن  4+3أوجد العدد الترتیبي 

4=Ord{3,4,5,6}   ،3=Ord{0,1,2}    

3+4=Ord{0,1,2,3,4,5,6}=7 . 

  )6.1(مبرھنة 

  :أعداد ترتیبیة فإن  α،β،γإذا كان 

� < � یؤدي إلي أن   � + � < � + �  1.  

(� + �) + � = � + (� + �) 2..  
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3.� + � = � + �یؤدي إلي أن  � = � .  

  )16.1(تعریف 

,�)لنفرض أن  ≤ ,�)و  (� ≤  مجموعتان مرتبتان جیدا وأن (�

� = ���(�), � = ���(�) 

  :ھو عدد ترتیبي ویعرف كالاتي  ��فإن حاصل الضرب الترتیبي 

�� = ���(� × �, ≤ ∗). 

  

  )7.1(مبرھنة 

 -:أعداد ترتیبیة فإن α,β,γإذا كانت 

1.(��)� = �(��) .  

2.�(� + �) = �� + �� .  

�إذا كان .3 < �وكان � > ��فإن  0 < �� .  

��إذا كان .4 = �فإن  �� = �, � > 0 .[3] 

  )8.1(مبرھنة 

 [3]. مجموعة الأعداد الترتیبیة مجموعة مرتبة جیداً 

  البرھان 

  .غیر مرتبة جیداً  Aنفرض أن ھناك مجموعة أعداد ترتیبیة 

، يلیس لھا عنصر أصغر Aمن  Bھذا یعني أن ھناك مجموعة جزئیة 

��والمتتالیة غیر المنتھیة التناقصیة  > �� > �� > ⋯ یكون  …

  . Bمحتواه في 
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�:�}لاحظ أن ھذه المتتالیة محتواه أیضا في المجموعة  < وبالتالي  {�

  .فإنھا مجموعة مرتبة جیدا وھذا تناقض 

 .مجموعة الأعداد الترتیبیة مجموعة مرتبة جیدا اذإ
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  تقدیم 2.1

سوف نتناول في ھذا الفصل طریقة الترتیب التام و بعض النظریات 

لتحدید الشروط المطلوبة لتوضیح موقع الشئ المطلوبتعیینھ من خلال 

مجموعة العناصر التي یجب أن ترتب في نمط أو أسلوب محدد في ثلاث 

  . mمجموعات أو فئات ثم یتم تعمیم طریقة الترتیب التامھ لأي رقم فردي 

الحالتین یتم وضع العنصرالمطلوب تعیینھ في الوسط في كلا 

  .المجموعات الأخري)منتصف(

ً في منتصف الأشیاء أخذین في  إذن العنصر المطلوب یتم وضعھ تماما

ً في ً منتظما مجموعات في الحالھ ) 3( الأعتبار بأننا ننظم العناصرترتیبا

انیھ وأینما من المجموعات في الحالھ التعمیمیھ الث) m(الأولي وفي عدد 

كان ھناك خطوات محددة ومعرفھ یجب أتباعھا ؛ وبشكل عام فإن خطوات 

رقم ) m(نحتاجھا لتحدید العنصرالمطلوب تماماً عندما تكون ) m(عددھا 

  .فردي للفئات

ً لموقع أو  ً ومضبوطا ونتعامل مع طریقة الترتیب التي تعطي تحدیداً تاما

أخذین في الاعتبار أننا ) n(مكان الشئ في مجموعھ من الأشیاء عددھا 

نعرف المجموعھ التي ذھب إلیھا الشئ في كل خطوه من خطوات الطریقھ 

ھو فردي یمثل  sو) s(قابلھ للقسمھ علي ) n(،ونقصد بذلك أنھ اذا كانت 

  .عدد ثابت للمجموعات التي تكونت في كل خطوه

عمم لأي وبعدھا ن) 3(تساوي ) s(أولاً سوف نقدم للحالھ التي تكون فیھا 

)s (5[،] 4.[فردیھ[ 
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  بعض الأعتبارات 2.2

بالترتیب ) s(في مجموعات عددھا ) n(لنعتبر أننا نرتب عناصر عددھا 

بحیث ان تعبئھ ھذه المجموعات تكون بشكل تدریجي ومنتظم بحیث ان 

یذھب الي ) s+2(یذھب الي المجموعھ الاولي والعنصر ) s+1(العنصر 

  .المجموعھ التانیھ وھكذا

بعد ان یتم ترتیب كل العناصر فإن المجموعھ التي تضم العنصر المطلوب 

) s+1/2(توضع في المركز الأوسط من المجموعات اي ان مركزھا ھو 

  .بغض النظر عن ترتیب بقیھ المجموعات 

لوأخذنا ھذه الاعتبارات في الحسبان فإنھ بأمكاننا ان نتقدم مع مختلف 

 -:الحالات،كما یلي 

  لي الحالة الاو

�نأخذ  =   .ونعطي المبرھنھ التالیھ �3

  )2.1(مبرھنھ 

�إذا كان لدینا  = من العناصر مرتبة في ثلاث مجموعات بشكل  �3

منتظم وبحیث یتم وضع المجموعھ التي تحتوي علي عنصر معین ھي 

  .الثانیھ في كل خطوة 

من الخطوات لتحدید موضع العنصر المطلوب ویكون  �فإننا نحتاج الى 

�یعطي بالعلاقة   �الموضع ھو =
(����)

�
 ].6[  

  البرھان

بعد الأنتھاء من الترتیب الاول ووضع المجموعة التي تحتوي العنصر 

  ھو ترتیب العنصر، فإن �وإذا كان ) 1الخطوه (المطلوب كمجموعة ثانیة 
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  یكون لدینا 2وبعد الخطوة 

3���

  نحصل على �وبعد الخطوة 

3���

  من الخطوات نحصل على �وبعد 

3��� + 3�

  :ویمكننا ان نري بسھولھ من العلاقة الاخیرة أن 

� = 3

= 2 × 3��

�،یوجد اثنین من الامثلھ الواضحھ تحقق المبرھنھ السابقھ وھي عندما =

3�  

� = �من العناصر،وتكون أقل وضوح  عندما �3 =   .من العناصر  �3

  الحالة الثانیة

�مجموعات ولكن مع  3في ھذه الحالة لا نزال نتعامل مع  = 3� � 

�حیث   ،اي ان  3لیس بالضروره تقبل القسمھ على  �

� � = 3� � + �حیث  � = والمبرھنھ التالیھ ھي أكثر  2 أو 1

  ]6.[مجموعات  3عمومیة في حالة 
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  )2.2(المبرھنھ 

���3اذا كان < � < 3�, � = 3�  3وتكون العناصر مرتبة في �

مجموعات مع مجموعة العنصر المطلوب تعیینھ ویوضع ثاني شئ في كل 

من الخطوات للترتیب التام للعنصر  �خطوه من الترتیبات ، إذانًحتاج الى 

  :والموضع یعطي بالعلاقھ . 

� =
(���)

�
�فردیھ و �اذا كانت   =

�

�
+   .زوجیھ �اذا كانت  1

  البرھان 

���3 لنعتبر أن < � < 3�, � = 3� سوف  1ولذلك بعد الخطوه  �

�یضغط العنصر المطلوب الى المركز ضمن عرض الاشیاء المساویھ  � 

.  

�الان اذا كان  = 1 �� 2, 3����� < � < 3�����, � � =

3� ��� + یتم ضغط العنصر المطلوب الى المركز  �فإن بعد الخطوه  1

�ضمن أقصي عرض  � + 1 .  

�)بعد  − ,الخطوات ، فإن أقصى عرض من الضغط من  (1 � ��� +

1 

.1 < � ��� < من الخطوات یصبح العنصر المطلوب في  �اذا بعد  3

  ]4.[المنتصف

  ملاحظات 

نلاحظ من المبرھنتین یمكن أن توحدكمبرھنھ عامة واحده وتعامل .1

المبرھنھ الاولى كحالھ خاصة من الحالھ العامة ، ومن المفید أن نشرح كل 

منھما بمعزل عن الاخرى لنتعرف على أسالیب مختلفھ ،ونلاحظ ایضا 

  .زوجیھ فھناك مركزین nعندما تكون 
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وذلك عن طریق  3 للقسمھ على قابلا nنستطیع دائما ان نجعل العدد .2

  .طرح أو جمع وحدات قلیلھ 

مجموعات فإن المبرھنتین صالحتین لاى  3نتوقع عوضا عن .3

  ]6.[{……,5,7,9,11}مجموعات بعدد فردى

  أمثلھ توضیحیھ  2.3

  .في ھذا البند سوف نتناول أمثلھ تحقق المبرھنتین السابقتین 

  )2.1(المثال 

�نأخذ  =  βمن العناصر ونرمز للعنصر المطلوب تعیینھ بالرمز  �3

  -:یكون لدینا الترتیب التالي  1ونفترض بعد الانتھاء من الخطوه 

cde/βab/fgh 

  -:نرتب الان الترتیب كما سبق شرحھ فنحصل على 

cβf/dag/ebh 

بعد الانتھاء نضع المجموعة التى تحتوى على العنصر المطلوب في 

  )الخطوه الثانیھ(المنتصف للحصول على 

dag/cβf/ebh 

، )2.1(كما حددت المبرھنھ  5ونلاحظ ان العنصر المطلوب في الموضع 

  ]6.[مجموعات  3ونلاحظ انھ یوجد 

  )2.2(المثال 

�نأخذ  = 15 = 3 × من المجموعات ونرمز للعنصر المطلوب  5

  . λبالرمز 

  -:نحصل على الترتیب  1نفرض ان بعد الانتھاء من الخطوه 
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ABCDE/FGHIλ/JKLMN  

 -:الأن نرتب كما ھو منصوص علیھ بالمبرھنھ لنجد أن 

ADGλL/BEHJM/CFIKN 

  -:وبعد ان نضع مجموعة العنصر المطلوب في المنتصف نحصل على 

BEHJM/ADGλL/CFIKN 

بذلك نكون قد أكملنا الخطوه الثانیھ ترتب من جدید ، أى نوزع بإنتظام 

  -:ى على المجموعات الثلاثھ لنحصل عل

BJDLI/EMGCK/HAλFN 

  )الخطوه الثالثھ والأخیره(وبعد الانتھاء نصل إلى 

BJDLI/HAλFN/EMGCK 

كما تم النص  8ونلاحظ ان العنصر المطلوب تعیینھ موجود في الموضع 

  ]6).[2.2(علیھبالمبرھنھ

  التعمیم  4.2

  :في ھذا البند سوف نستعرض بعض التعاریف التالیھ 

  )2.1(التعریف 

وھي المجموعة  (roc)مجموعة العنصر المطلوب تعیینھ یرمز لھا بالرمز 

  ]6.[التى تحتوى العنصر المطلوب 

  )2.2(التعریف 

خطوة الانتھاء ھي عملیھ ملء المجموعات بإنتظام ووضع مجموعة 

العنصر المطلوب تعیینھ في المنتصف بغض النظر عن ترتیب 

  ]6.[المجموعات الأخري 
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  )3.2(التعریف 

  .ض مجموعة العناصر ھو عدد العناصر في تلك المجموعة عر

الأن بعد أن أستعرضنا بعض التعریفات الضروریھ ، نتوجھ لإعطاء 

  .بعض المبرھنات الھامھ 

  )2.3(المبرھنھ 

�اذا كان  = � فردي من  �من العناصر التى سیتم ترتیبھا بأنتظام فى  �

  من الخطوات لتحدید  �فإنھ لابد من .المجموعات 

�موضع العنصر المطلوب تعیینھ ،والموضع یعطي بالعلاقھ  =
(���)

�
.  

  البرھان 

یحصل تقلیص في مجموعة العنصر  iمن الواضح انھ بعد الخطوه

�المطلوب تعیینھ نحوالمركز ضمن عرض یساوي   �وبالتأكید بعد  ���

  .من الخطوات سوف یكون العنصر المطلوب في المركز 

  )2.4(مبرھنھ 

�اذا كانت  = � × �،بحیث  � ��� < � ≤ � لیست بالضروره  �و �

  mوترتب العناصر فى ) فردى m )mتقبل القسمھ على 

من الخطوات لنحدد موضع العنصر  �من المجموعات ،فأننا نحتاج الى 

�یعطي بالعلاقھ  rالمطلوب تعیینھ بالضبط وترتیبھ =
(���)

�
 nاذا كانت  

  فردیھ و

� =
�

�
�او   =

�

�
+   .زوجیھ  nاذا كانت  2

  البرھان 
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البرھان ھو نتیجھ مباشره للمبرھنھ السابقھ اذا نلاحظ ان الحد الاقصى 

�لعرض مجموعة العنصر المطلوب تعیینھ في ھذه الحالھ یساوى  ��� 

  ]i].6بعد الخطوه

  )2.3(مثال 

�نأخذ  = 25 = وبالتالى العنصر  m=5،l=2،) 2.3(وفقا للمبرھنھ  �5

  . 13المطلوب یتم الحصول علیھ فى الخطوه الثانیھ وموقعھ 

  .βنرمز للعنصر المطلوب بالرمز 

  ونفترض أنھ بعد الخطوه الاولى من الترتیب یكون لدینا 

ABCDE /FGHIJ/βLMNO/PQRST/UVWXY 

لنحصل على )أي نرتب بإنتظام (نوزع من جدید علي المجموعات الخمسة 

:  

AFβPU/BGLQV/CHMRW/DINSX/EJOTY 

الخطوه (بوضع مجموعة العنصر المطلوب في المنتصف نحصل على 

  ) :الثانیة

BGLQV/CHMRW/AFβPU/DINSX/EJOTY  

كما ھو  13ھو  βمن الخطوه السابقھ نلاحظ ان موضع العنصر المطلوب 

  ]5).[2.3(متوقع من النظریھ 

  )2.4(مثال 

�بوضع  = 15 = 5 × 5نرى أن  3 < 15 < ً للمبرھنھ  �5 ، وفقا

نقوم بتعیین العنصر المطلوب تعیینھفي خطوتین حیث یكون في ) 2.4(

  . 5، ولاحظ ان عدد المجموعات ھنا سیكون  8الموضع 
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یصبح الترتیب  1، بعد الخطوه  Aنفرض ان العنصر المطلوب تعیینھ ھو 

  :علي النحو  التالي 

bcd/efg/ Ahi/jkl/mno 

  :مجموعات لنحصل على  5نقوم بالترتیب بإنتظام في 

bgk/cAl/dhm /ein/fjo 

  )الخطوه الثانیة(في المنتصف لنحصل على  Aنضع مجموعة العنصر 

fjo/ein/cAl/bgk/dhm 

كما  8ھو  Aمن الخطوه السابقھ نلاحظ ان موقع العنصر المطلوب تعیینھ 

  ]6) . [2.4(ھو متوقع من المبرھنھ 
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  الفصل الثالث

  یب التاممؤثرات الترت

Exact Ordering Operators 

  

  تقدیم  1.3

  تعریفات مھمة 3.2

  تفاصیل  3.3
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  تقدیم  1.3

كي نستمر في تفاصیل الترتیب التام لابد لنا من صیاغتھ في شكل نظریة 

مؤثریة ؛ وھذا یتطلب منا التقدیم لتعریفات مھمة ذات علاقة ومن ثم 

 [6].وأمثلة وھذه نوردھا فیما یلي الخوض في تفاصیل تشمل مبرھنات 

  تعریفات مھمة  2.3

=)�مجموعة من  �لتكن  � ، )عدد فردي  �وحیث (من العناصر  (�

  -:عندئذ نقدم التعریفات الموالیة 

��إن ترتیب   . أ ,�}ھو تبدیلة لعناصرھا  �لـ (�) �, �, �, … .} 

 بحیث تحقق 

� ≡ � (���  � )                       (3.1) 

�وبواقي الأقسام ھي  = 1,2,3, … … ., � (≡ 0) .  

ھو القسم المحتوي على العنصر  (rec)قسم العنصر المطلوب    . ب

 .تعیینھ بالضبط  (re)المطلوب 

��مجموعة عناصر في قسم ھي مجموعة عناصر الترتیب . ج (�) 

  .في ذلك القسم 

ھو عدد العناصر في تلك  (�)طول مجموعة من العناصر . د

  :ھو  �المجموعة ، بذلك فإن طول أي قسم 

� = � ���                                 (3.2)       

  .ترتیب أي عنصر في أي قسم ھو موضعھ في ذلك القسم . ھـ

 :مركز أي قسم ھو ذلك العنصر الذي ترتیبھ في القسم ھو . و

(
� �����

�
)                        (3.3) 
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���الترتیب المركزي . ز ��للترتیب  (�) بحیث �ھو تبدیلة لـ  (�)

  ھو (rec)یكون الباقي للقسم 

� =
(� ��)

�
                         (3.4) 

أي أن البواقي قابلة . الأقسام الأخرى ) أو رتب (بغض النظر عن ترتیب 

  .للتغییر 

���بالتأثیر المتتال للمؤثرین  �یعرف مؤثر الخطوة . ح (�), �� (�) 

  -:مرة واحدة ؛ أي أن 

  -:على أنھ  (�)��یعرف الترتیب التام  . ط

  تفاصیل  3.3

انطلاقاً مما قدمنا لھ من تعریفات أعلاه ، نمضي قدما في سبیل صیاغة 

كاملة بأي حال من  نظریة حول مؤثرات الترتیب التام والتي لن تكون

  .فالتأكید یحتاج الأمر دراسات مكثفھ مستقبلاً . الأحوال 

  -:نسوق الآن المبرھنة التالیة 

  )1.3(مبرھنة 

�ھي مجموعة من  Pاذا كانت  = � ، عندئذ )فردیة �(من العناصر  �

یعین أي عنصر مطلوب تعیینھ تماما ویعطى موضعھ  (�)��فإن 

بالعدد
���

�
 .  

  البرھان 
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 (re)سوف ینتج تضاغطا للعنصر  ��من الواضح أن ، التأثیر بالمؤثر 

)نحو مركز القسم 
� ��

�
  وحیث  ��وواقع خلال طول  (

=)��بذلك بالتأثیر بالمؤثر    -:، ینكمش الطول الى  (��

  .     یكون عند المركز  (re)وھذا یعني أن العنصر 

  ملاحظة ھامة 

بحیث  �یمكن تعمیم المبرھنة الى الحالات التى یكون فیھا عدد العناصر 

 :؛ كما أن  �قابلة للقسمة على  �تكون 

 (re)من المرات للحصول على  ���في ھذه الحالة نحتاج للتأثیر بالمؤثر 

  .البرھان مشابھ للبرھان الذي سقناه آنفا . عند المركز 

  (1.3)مثال 

�ھي المجموعة  �لتكن  = {�, �, �, �, �, �, �, �, ، عندئذ  {�

�نرى أن  = 9 =   .ھي العنصر المطلوب تحدیده تماما �ولتكن  �3

كما ھو موضح  �لرؤیة تأثیر مؤثرات الترتیب التام ، دعنا نرتب 

  -:أسفلھ (1)بالجدول 

  . �الترتیب الأول لعناصر المجموعة –(1)الجدول 
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  (2)نحصل على الترتیب المبین في الجدول  ��الان بالتأثیر بـ 

  . ��الترتیب بعد تفعیل - (2)الجدول 

  

للحصول على الترتیب بالجدول ���الأولى ، نؤثر بالمؤثر �لإتمام عملیة 

(3)  

  . �الترتیب بعد عملیة –(3)الجدول 

  

نجد أن الترتیب أصبح كما بالجدول  �Oمرة أخرى بالتأثیر بالمؤثر 

  أسفلھ (4)

  مرة أخرى ��الترتیب بعد التأثیر بالمؤثر –(4)الجدول 

  

  (5)الآن نحصل على الترتیب النھائي كما بالجدول  ���وبالتأثیر بـ 

  . ��الترتیب في شكلھ النھائي بعد استكمال الخطوه - (5)الجدول 
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من العملیات للوصول الي ھذه الخطوه وحیث  ��علیھ ، فقد قمنا بإكمال 

 [8]،[7].(1.3)المبرھنھوجدنا أن

  (2.3)مثال 

�لتكن  = {�, �, �, �, �, �, �, ℎ, �, �, ℎ, �, � , �, �} 

�3وحیث  15وحیث نرى أن عدد العناصر ھنا ھو  < 15 < بذلك �3

  .تماماً  βحتى نصل إلى تحدید  ��فإننا نتوقع أننا نحتاج إلى 

 (6)لتوضیح ذلك دعنا نفترض أن الترتیب الأول كان ھو موضح بالجدول 

  .أسفلھ 

  (2.3)الترتیب الأول لعناصر المجموعة بالمثال –(6) الجدول

151413121110987654321

�����ℎ�������

  

 ��الترتیب بعد تفعیل  - (7)الجدول 

151413121110987654321

����ℎ�������

  

للحصول على الترتیب  ���الأولى ، نؤثر بالمؤثر  �لأتمام عملیة 

  .(8)بالجدول 

  �الترتیب بعد عملیة  - (8)الجدول

151413121110987654321
��ℎ���������
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 (9)نجد أن الترتیب أصبح كما بالجدول ��مره اخرى بالتأثیر بالمؤثر 

  .اسفلھ 

  

  

  .مره اخرى ��الترتیب بعد التأثیر بالمؤثر –(9)الجدول 

151413121110987654321
�������ℎ����

  

  (10)الجدول  فيالأن نحصل على الترتیب كما  ���وبالتأثیر بـ

  . ��الترتیب بعد أستكمالالخطوه - (10)الجدول 

151413121110987654321
�����������

  

الجدول  فينحصل على الترتیب كما  ��وبالتأثیر مره اخرى بالمؤثر 

(11)  

  لنحصل على الترتیب كما في الجدول  ��الخطوهبدایة  - (11)الجدول 

151413121110987654321
�������ℎ���

  

 (12)الآن نحصل على الترتیب النھائي كما بالجدول  ���وبالتأثیر بـ 

  . ��الترتیب في شكلھ النھائي بعد استكمال الخطوه - (12)الجدول 

151413121110987654321
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������β���ℎ���

  

عند المركز ؛ أي أن ترتیبھ ھو  �ومنھ نرى أنھ بعد إتمام العملیة أصبح 
����

�
=   .كما ھو متوقع.  8
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 الخاتمة

مما لاشك فیھ أن الترتیب لھ أھمیة كبیرة في مجال الریاضیات ؛ 

ً للترتیب  كما أنھ ربما تتضح لھ العدید من التطبیقات وخصوصا

التام وھنا یحضرنا عدد من المجالات التى قد تستخدم ماتوصلنا 

إلیھ من نتائج في ھذه الرسالة مثلا في الحواسیب في فرز الملفات 

ربما في تصمیم كشافات جدیدة في الفیزیاء  أو الإرسال البریدي أو

  .[7]النوویة كتلك المستخدمة في الكشف عن النیوترونات 

ً ما من استخدام ھذه المؤثرات في نظریة  ربما أیضا التمكن یوما

. وبرة والتى تعتبر أحد أھم المواضیع في بحوث العملیات الط

في التسلیة وأخیراً ولیس بآخر یمكن إستخدام طرق الترتیب التام 

في لعب الورق لشخصین أحدھم یلاحظ الورقة المختارة ویدل على 

القسم الذي وقعت فیھ بینما الشخص الآخر یطبق الطریقة ویحدد 

الورقة تحدیدا تاما بعد عدة خطوات عددھا مرتبط بما جاء في 

وكما ذكرنا أن . ویتم ذلك بطریقة عمیاء . المبرھنات المختلفة 

ى ربما أمكن إستخدام طرق ومؤثرات الترتیب بعض المجالات الت

  - :التام ھي كما یلي 

  ترتیب وتنظیم الملفات في الحواسیب . أ 

ترتیب الملفات في الحواسیب من الأمور الھامھ لكي تحافظ على ملفات 

العمل وغیرھا من الملفات والصور ، كما یحتاج الجمیع الى نظام لترتیب 

اجوا الى نظام لترتیب ملفاتھم الورقیھ ، ملفاتھم الإلكترونیة مثلما یحت

ما حسب الأسم إطرق أساسیة  4ولترتیب الملفات أو المجلدات یوجد 

الملف أو حسب نوع الملف الملف أو تاریخ التعدیل أو حجم 

  . اأو تنازلی اما ان یكون تصاعدیوالترتیبب،وإ

  



  
  
  
 

51 
 

  وبرةنظریة الط. ب

أو نظریة الأرتال ھي دراسة ریاضیة لصفوف الانتظار  نظریة الطوبرة

، تمكننا النظریة من التحلیل الریاضى للعدید من العملیات ) أو الطوابیر (

ذات الصلة ، بما في ذلك القدوم الى نھایة الطابور والأنتظار في الطابور 

تسمح . وحزمة من مقدمة الطابور من قبل الخادم ) عملیة التخزین أساساً (

النظریة بأشتقاق وحساب العدید من مقاییس الاداء ، بما في ذلك معدل 

وقت الأنتظار في الطابور أو النظام والعدد المتوقع ممن ینتظرون أو 

یتلقون الخدمھ واحتمال مواجھة النظام لبعض الحالات كأن یكون فارغاً أو 

ن تلقى ممتلئاً أو وجود خادم شاغر أو الأنتظار لبعض الوقت حتى یمكنھ م

  .الخدمھ 

عموماً تعتبر فرعاً من بحوث العملیات لأن النتائج تستخدم  نظریة الطوبرة

ً عند اتخاذ القرارات التجاریة بشأن الموارد اللازمة لتقدیم الخدمة  . غالبا

وھي قابلة للتطبیق في طائفة واسعھ من الحالات التى قد تواجھ في مجال 

یة والرعایة الصحیھ والخدمات العامھ الأعمال المالیة والتجاریة والصناع

ً في حالات خدمة العملاء وكذلك في . والھندسھ  التطبیقات تصادفنا غالبا

  .النقل والاتصالات السلكیھ واللاسلكیھ 

م طریقة ترقیم لوصف  1953كما اقترح العالم دیفید كندال في عام 

والتى  A\B\Cوقدم كندال طریقھ . الخصائص الممیزة لنموذج الطابور 

، ومثل تجیمس  لقیاسیھ الحدیثھ في نظریة الطوبرةنجدھا فى كل الأعمال ا

تمثل  Aیحدد بعض خصائص نظام الطابور ، بحیث أن  A\B\Cترقیم 

تمثل عدد  Cھي توزیع وقت الخدمھ و  Bتوزیع الأوقات الفاصلھ للقدوم و 

  [9].الخوادم 

  الكشافات في الفیزیاء النوویة . ج

از كشف لھ عدة أنواع وأشكال وأحجام ویستخدم في ھو عبارة عن جھ

نطاق واسع في كثیر من الأماكن الخاصھ منھا والعامھ وأجھزة الكشف 

ً بناء على مایراد الحصول علیھ منھا وتتركز أھمیتھا  تصمم عموما
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والحاجھ الماسة لھا في كون الانسان محدود الرؤیة لما یحیط منھ من 

ھذا من أھم الاسباب لصناعتھا ولقد جسیمات وموجات ونحوھا ولعل 

توالت الصناعات للكاشفات التي أدت الى تعدد أغراضھا وأشكالھا ومع 

  .تقدم العلوم وتنوع المعارف تم إیجاد مایسمي بكاشفات الاشعاعات 

وھذا النوع من الكاشفات النوویة لھا عوامل غایة في الاھمیة ونذكر 

أین ویعني ذلك قابلیة المواد وھي كالتالي التباختصار ھذه العوامل 

المستخدمة في الكاشفات للتأین وھناك عدة أنواع للتأین ، إضافة لذلك أن 

ً غیر موصلة للكھرباء وذلك لإیجاد التیار  تكون المواد المستخدمة أیضا

الكھربائي الذي یوجد النبضة الكھربیة ومن ثم إیجاد المدى الذي یھدف 

ائن الحي وكل شيء یتضرر من الاشعاعات إیجاده لمعرفة سمك الوقایة للك

وفیما یلي بعض الأجھزه المصنعة التي تستخدم في الكشف عن 

  :الاشعاعات وھي 

  .طریقة الكشف بأقلام أو الواح التصویر .1

  .الكاشفات الغازیة .2

  .الغرفة الفقاعیة .3

  .الغرفة السحابیة .4

  .الكاشفات الومیضیة .5

  .العداد الشراري . 6

عام مھمھ جدا ومتشعبة وتكتسح وننوه عموما أن طرق الترتیب بشكل 

ترتیب تواكب عملیة تحلیل للحل معظم المجالات فمثلا توجد طریقة 

المباشر لمصفوفات النقطھ السرجیة حبث یتم وضع قید بسیط على ترتیب 

في المسألة مع فرضیھ على رتب أجزاء المصفوفة وھذه تكون كافیة 

  [10].التحلیل المنشود لضمان تواجد 
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Abstract 

 

Exact and general exact ordering methods are reviewed. 

Firstly, the exact ordering method is introduced, and 

few theorems were given to assign the conditions 

needed to locate the position of a required object 

among a group of objects to be ordered in a certain 

manner in three classes. Secondly, the exact ordering 

method is generalized to any odd number of classes (m). 

In both cases and if the required object class is put in 

the middle of other classes then the required object is 

located exactly as the object in the middle of all objects 

provided that we arrange the objects orderly in three 

groups in the first case and in m groups in the second 

generalized one and where certain defined steps are to 

be followed; in general m steps are required to 

determine the required object exactly and where m is 

the odd number of classes. The possibility of making the 

subject more interesting, deeper and handled in a 

sophisticated manner, through the introduction of exact 

ordering operators, is then discussed. Finally few 

different applications are suggested in physics, in 

operational research ,in sorting files and in postal 

mailing. Its use as a practical demonstration with playing 

cards is also mentioned.     
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